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Vorwort. 



In dieser zweiten Auflage meiner »Aufgaben aus der theo- 
retischen Mechanik« sind neu aufgenommen eine Anzahl Auf- 
gaben, welche in den letzten Jahren beim realistischen Profes- 
soratsexamen gegeben worden sind. Sie sind im Württembergischen 
Korrespondenzblatt für Gelehrten- und Eealschulen abgedruckt 
und rühren von Professor C. W v. Baur her. Sie sind bezeich- 
net mit (W. C). 

Ausser den Aufgaben sind auch noch die Auflösungen mit 
Figuren aufgenommen. Die Figuren wurden ausnahmslos vom 
Verfasser selbst gezeichnet, ein Umstand, der, wie er hoflft, als 
Entschuldigungsgrund für manche technische ünvoUkommenheit 
gelten kann. 

Dr. C. Granz hat die Freundlichkeit gehabt, das Ganze 
durchzusehen und auf notwendige Verbesserungen aufmerksam zu 
machen. Von ihm rühren die Zusätze über Elemente der Grapho- 
statik (IV b.) nach Vorträgen von C. W. v. Baur, ferner über 
»mechanische Prinzipien« in Abschnitt X. und endlich einige 
Beispiele zum d'Alembert sehen Prinzip her. Ich spreche ihm 
hiemit meinen Dank fQr seine Hilfe aus. 

In der neuen Form wird das Büchlein besonders for das 
Selbststudium des Studierenden einer technischen Hochschule 
brauchbar sein als Einleitung fär die vielen Anwendungen der 
Mechanik in den technischen Fächern. 

Im Mai 1891. 

Dr. P. v. Zeehy Professor a. D. 



Inhalt. 



Seite 

I. Zasammensetznng der Kräfte 1 

Schwerpnnktsbestimmungen Aufgaben 1—24 4 

Auflösungen 1—24. . . 7 

n. Gleichgewicht in der Ebene 14 

Aufgaben 1 — 47 16 

Auflösungen 1 — 47. . . 25 

ni. Gleichgewicht im Baum 44 

Aufgaben 1—11 45 

Auflösungen 1 — 9. ... 48 

inb. Grundsatz der virtuellen Verschiebungen 58 

Aufgaben und Lösungen . 55 

IV. Gleichgewicht im Baum mit Beibung $9 

Aufgaben 1—11 59 

Auflösungen 1 — 11. . 61 

rVb. Elemente der Graphostatik 66 

V, Bewegung eines Punkts 75 

Aufgaben 1 — 66 80 

Auflösungen 1—65. . . 92 

VI. StosB fester Körper 126 

Aufgaben 127 

Auflösungen 130 

VII. Lehre von der Festigkeit 184 

Aufgaben 187 

Auflösungen 142 

Vni. Hydrostatik 158 

Aufgaben 155 

Auflösungen 159 



VI Inhalt. 

Seite 

IX. Drehung eines Körpers um eine feste Axe 168 

Aufgaben 170 

Auflösungen 176 

X. Beliebige Bewegung eines Körpers 186 

Aufgaben 192 

Auflösungen 200 

Beispiele zum d'Alembert sehen Prinzip 220 



Yerbesseningen und Zusätze. 



Seite 28. Nr. 36 soll korrekter heissen: „Über eine Parabel 
mit vertikaler Axe in einer vertikalen Ebene ist ein gewichtloser Faden 
mit zwei schweren Endpunkten P und P' gelegt. Welche Lage neh- 
men die Gewichte ein?** In der folgenden Zeile soll 2p statt 4t p 
stehen. 

Seite 24, Zeile 13 von oben: cotg ^ statt ctg d^ vol lesen. 

Seite 28, Zeile 7 von oben ist: ^2V sm a {tg a -^ tg a') und* 
zn streichen. 

' Seite 31, Zeile 18 von oben zn setzen: „Verschiebt man den 
Stab so, dass der eine Endpunkt längs der geneigten Linie sich be- 
wegt, so beschreibt der Schwerpunkt eine Conchoide, bestehend aus 
einer eiförmigen Kurve, die im festen Punkt einen Doppelpunkt hat 
und dann zwei ins Unendliche asymptotisch zu der geneigten Geraden 
sich erstreckenden Asten. Zieht man zwei horizontale Tangenten, 
welche die eiförmige Kurve berühren, so sind die Berührungspunkte 
die höchste und tiefste Lage des Schwerpunkts; man erhftlt also eine 
labile und eine stabile Gleichgewichtslage. '^ 

Seite 33, Zeile 5 von unten: „rco5^ = ?5^w^'^** ist eine für 
sich bestehende Gleichung, also vor rcos-d ein Trennungszeichen ein- 
zuschalten, etwa Semicolon. 

Seite 39, Zeile 6 von oben nach „(Figur 52.)" einzuschieben: 
^ und &' seien die Winkel der Radien zu den Fadenenden mit der 
Parabolaxe, welche Axe der X sei. x und x' seien die Tiefen der 
Enden unter dem Scheitel. Da die Spannungen im Faden überall 
gleich sind , so sind die Componenten der Gewichte P und JP' in den 
Fadenenden längs den Parabeltangenten gleich, also: 
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Allgemein ist 



Umgekehrt ist es möglich, jede Kraft wieder zu zerlegen. Sincf 
P1P2 ®^* ^^^ Kräfte, welche mit den drei Bichtungen (Coordinaten- 
axen) die Winkel a ß y etc. bilden, so sind die Componentensummen: 

S . (P cos a), S (P cos ß)y S (P cos y) 

und die Besultante: 

jB = yZ{PcosaY 4- S{Pcosß)^ •+• Z(Pcosy)^ 

und wenn a^ ß^ y^ die Winkel der Besultante mit den Axen sind: 
Rcosa^=zS{Pcosa) , BcosßQ=:S{Pcosß) , Bco8yQ=: S{Pcosy)^ 
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Zusammensetzung paralleler Kräfte. 

4) Sind AB und JB^J zwei parallele Kräfte (Fig. 3.), deren 
Besultante gesucht wird, so kann man zwei unter sich gleiche und 

entgegengesetzte beliebige Kräfte 
BGr und AF hinzufügen, ohne 
dass die Besultante sich ändern 
wird. Setzt man AT und AJ> 
zusammen %jy AB. und ebenso 
BGr und BB zu BJ, verlegt 
den Angriffspunkt dieser Be- 
sultanten in ihren Schnittpunkt 
K^ und zerlegt sie hier wieder, wie sie zusammengesetzt waren, so 
heben sich die gleichen Kräfte KL und KM und in der Bichtung 
K C hat man eine Kraft KCzszAD-hBE sAa Besultante. Der Punkt 
C B,\}i AB, durch welchen diese Besultante geht, giebt die Proportionen: 

DH:DA=:zCA:CK und EJ:EB=zOB:CK 

woraus, weil J)J5f=JS7e7* ist, folgt: 

DA,CA = EB,CB 

d. h. die Besultante zweier paralleler Kräfte ist diesen parallel, gleich 
ihrer Summe und teilt die Verbindungslinie der Angriffspunkte im um- 
gekehrten Verhältnis der Kräfte. 

5) Sind Xq und Xi die Abscissen der Angriffspunkte zweier 
paralleler Kräfte Pq und Pi , und ist | der Angriffspunkt ihrer Besul- 
tante, so ist (nach 4): 

(^ — ^)Po = (^1 — S)i?i 
oder (Pq H-i?|)| =i?o^o -^Pi ^\ 
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Nimmt man eine dritte Kraft P2 ^^^ Angriffspunkt X2 dazn, 
80 folgt: 

oder durch Substitution von (Po-^Pi)^» 

(Po -^Pr-^P^) S =Pq^o -^Pi ^ H-JP2^2 
Man sieht leicht, dass man auf diese Weise für eine beliebige 
Zahl paralleler Kräfte p, deren Angriffspunkt o; ist, die Abscisse | des 
Angriffspunktes der Resultante erhält: 

Zu bemerken ist, dass die Angriffspunkte nicht auf der Axe der 
X zu Hegen brauchen. 

6) Hat man eine beliebige Zahl paralleler Kräfte p mit beliebig 
gelegenen Angriffspunkten {x y 0% so ergiebt sich durch Erweiterung 
der vorigen Nummer: 

u 2;(px) _ s(py) ^_ 2:(pz) 

^~ £p * "^^ Sp ' ^"" Sp 

Sind es unendlich viele Kräfte und Angriffspunkte in einem ge- 
schlossenen Körper, so nennt man den Angriffspunkt aller Kräfte den 
Massenmittelpunkt und wenn die Schwerkraft die Einzelkräfte her- 
vorbringt, den Schwerpunkt des Körpers. 

Dieser Punkt lässt sich entweder durch geometrische Betracht- 
ungen oder nach obigen Formeln mit Integralrechnung finden: 

Pur eineKurve imRaum wird fi^^fexdSy firi=.feyd8y fi^= 
fazds, wobei ds das Kurvenelement, £ die variable Dichte und ju die 
Masse des Kurvenstücks, also im^fads vorstellt. 

Für Flächen = f{x, y) ist 

lA^=iffA,x.dx,dy, fAri=^ffA,y,dx,dy^ iAl=.ffA,e.dx,dy, 

Dabei ist J. = « j/l + f^j 4- f^j , M ^ffAdxdy, 

Endlich gelten für den Schwerpunkt eines ebenen Plächenstücks 
und einer ebenen Kurve die Sätze von Pappus: 

1) Der Inhalt der Rotationsfläche, welche ein ebener Kurven- 
bogen bei seiner Umdrehung um eine in seiner Ebene liegenden Axe 
beschreibt, ist gleich dem Produkt aus der Kurvenlänge in den von 
deren Schwerpunkt durchlaufenen Weg. 

2) Der Kubikinhalt des Rotationskörpers, den eine ebene Fläche 
bei der Umdrehung um eine in ihrer Ebene liegende Axe beschreibt, 
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ist gleich dem Produkt ans der erzengenden Fläche in den von ihrem 
Schwerpunkt durchlaufenen Weg. 

Schwerpunktsbestimmungen. 

(Die Aufgaben 1 bis 17 lassen sich durch geometrische Anschau- 
ung nach dem Satz von der Zusammensetzung paralleler Kräfte lösen, 
die folgenden setzen die Integralrechnung voraus.) 

1. Umfang eines Dreiecks. 

Der Schwerpunkt ist der Mittelpunkt des Kreises, welcher dem 
von den Seitenmitten gebildeten Dreieck einbeschrieben ist. 

2. Teil des ümfangs eines regulären Polygons (aus emer An- 
zahl ganzer Seiten bestehend). 

Der Abstand des Schwerpunkts von dem Mittelpunkt des einbe- 
schriebenen Kreises verhält sich zu dessen Halbmesser, wie die Sehne 
des Polygonstücks zu dessen Länge. Anwendung auf den Kreisbogen. 
Ist r der Halbmesser des Kreises und a der halbe Centriwinkel, so 
ist der Abstand des Schwerpunkts vom Mittelpunkt: 

r sin a 

9 

a 

3. Fläche eines Dreiecks. 

Der Abstand des Schwerpunkts von irgend einer Ebene ist gleich 
dem arithmetischen Mittel aus den Abstanden der drei Eckpunkte 
von der Ebene. 

4) Fläche des Vierecks. 

Der Schwerpunkt ist der eines Dreiecks, dessen Ecken die End- 
punkte einer Diagonale und der auf der andern Diagonale symme- 
trisch zu ihrer Mitte verlegte Schnittpunkt beider Diagonalen sind. 

Anwendung auf das Trapez mit Hilfe von 3. Sind a und h die 
parallelen Seiten, h ihr Abstand, so ist der Abstand des Schwerpunkts 
von h ausgedrückt durch: 

2fl4-6 , 
3(a-+-6)'*- 

Die Verbindungslinie der Mitten der parallelen Seiten wird vom 
Schwerpunkt geteilt im Verhältnis 

5. Fläche eines Kreissektors. 

Teilt man den Sektor durch Halbmesser in unendlich kleine Drei- 
ecke, so liegt der Schwerpunkt eines jeden in der Entfernung } r 
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vom Mittelpunkt; also ist der Schwerpunkt der eines Kreisbogens 
vom Halbmesser | r und sein Abstand vom Mittelpunkt ist: 

, rsina 

6. Flache einer Kngelzone. 

Der Schwerpunkt liegt in der Mitte der Hohe. Denn eine Beihe 
unendlich naher gleich weit yon einander abstehender zur Hohe senk- 
rechter Ebenen teilt die PlAche der Kugelzone in gleiche Teile, deren 
Schwerpunkte auf der Hohe liegen. Der Schwerpunkt der Kugel- 
zone ist also der ihrer Hohe. 

7. Inhalt eines Prisma mit parallelen Endflttchen (Cylinder). 

Der Schwerpunkt liegt in der Mitte der Verbindungslinie der 
Schwerpunkte der Endflächen. 

8. Inhalt einer Pyramide (Kegel). 

Der Schwerpunkt teilt die Verbindungslinie der Spitze mit dem 
Schwerpunkt der Grundfläche im Verhältnis von 3 : 1. Der Beweis 
wird zuerst für die dreiseitige Pyramide geftLhrt und dann fOr eine 
beliebige durch Zerteilung in dreiseitige. Der Abstand des Schwer- 
punkts einer dreiseitigen Pyramide von einer beliebigen Ebene ist 
gleich dem arithmetischen Mittel aus den Abständen der vier Ecken 
Yon derselben Ebene. 

9. Inhalt eines Kngelsektors. 

Der Schwerpunkt ist der einer Kugelzone (6) vom Halbmesser 
} r. Denn man kann ihn in eine Beihe unendlich kleiner Pyramiden 
zerlegen, deren Spitzen im Mittelpunkt und deren Schwerpunkte im 
Abstand } r vom Mittelpunkt liegen. 

Ist a die halbe Öffnung des Sektors, so ist der Abstand des 
Schwerpunkts vom Mittelpunkt: 

I r (1 -h CO« «). 

10. Fläche eines Kreisabschnitts. Ans 3 und 5 folgt der Ab- 
stand des Schwerpunkts vom Mittelpunkt: 

a = I r : . 

' a — smacosa 

11. Inhalt eines Kugelabschnitts. Aus 8 und 9 folgt: 

^"" l4-2cosia2• 
12. Die Oberfläche eines ümdrehungskörpers ist gleich der Länge 
der Meridiankurve multipliziert mit dem Weg ihres Schwerpunkts. 

Der Beweis ergiebt sich sogleich für eine Gerade als Meridian- 
kurve, dann fELr eine gebrochene Linie und daher für eine Kurve. 
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13. Der Inhalt eines ümdrehnngskörpers ist gleich dem Inhalt 
der Meridiankurye mnltipliziert mit dem Weg des Schwerpunkts ihrer 
Fläche. 

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar für ein rechtwinkliges Drei- 
eck, dessen Katheten parallel und senkrecht zur Drehaxe sind, dann 
für zwei und mehrere solcher Dreiecke und daher für jede Meridian- 
kurve. 

14. Den Schwerpunkt eines Kreisbogens ans der bekannten Ober- 
fläche einer Kngelzone zu bestimmen (12). 

15. Den Schwerpunkt eines Kreissektors aus dem bekannten In- 
halt eines Kugelsektors zu bestimmen (13). 

16. Die Oberfläche und den Inhalt eines Wulstes zu bestimmen 
(eines Umdrehungskörpers, dessen Meridian ein Kreis ist, der die Axe 
hiebt schneidet). 

Ist r der Halbmesser des erzeugenden Kreises, R der Abstand 
seines Mittelpunkts von der Axe, so ist 4it^r R die Oberfläche und 
n^r^R der Inhalt. 

17. Aus dem bekannten Inhalt eines ümdrehungsellipsoids den 
Schwerpunkt einer durch eine Axe begrenzten Hälfte einer Ellipse zu 
finden. 

Der Abstand des Schwerpunkts von der begrenzenden Axe ist, 
wenn a die Hälfte der andern Axe ist: 

4a 
Stt 

Ist die Ellipse durch einen beliebigen Durchmesser geteilt, so 
liegt der Schwerpunkt der Hälfte auf dem Halbmesser, welcher dem 
begrenzenden Durchmesser konjugiert ist, in demselben Abstand wie 
eben, wenn a die Länge jenes Halbmessers bedeutet. 

Ebenso ergeben sich bei einer Yiertelsellipse , begrenzt von zwei 

konjugierten Halbmessern, die Coordinaten des Schwerpunkts, parallel 

den Halbmessern ; 

4a , 46 
und 
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18. Inhalt eines Parabelsegments. 

Der Schwerpunkt teilt die Parallele zur Axe von der Mitte der 
Sehne bis zur Parabel im Verhältnis von 2 : 3. 

19. Gycloide (Fläche und Bogen). 

Die Yon einem Ast und der Basis begrenzte Fläche hat ihren 
Schwerpunkt im Abstand | von der Basis, wo r der Halbmesser des 
erzeugenden Kreises ist. Der Bogen hat seinen Schwerpunkt im Ab- 
stand f r von der Basis. 
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20. SiniLSoide: y^nsinx (Fläche). 

Der erste Ast bis « = ^r hat seinen Schwerpunkt im Abstand 
} 7t Ton der Abscissenaxe. 

21. Schraubenlinie: x^'^y^ = r^, z-=harcco$ — . 
Die Coordinaten des Schwerpunkts sind: 

wenn (o^ y, z) die Coordinaten des Endpunkts und die des Anfangspunkts 
(r, 0, o) sind. Diese Werte ergebe sich unmittelbar, wenn man bedenkt, 
•dass der Schwerpunkt in der zur Axe der Schraubenlinie senkrechten Ebene 
liegen muss, welche die Linie halbiert; und dass der Schwerpunkt der Pro. 
Jektion der Linie auf diese Ebene der gesuchte Schwerpunkt sein muss. 

22. Schwerpunkt des Mantels des Kegels: y'^ -{- z'^ = m^ x'^ , so- 
weit er begrenzt ist durch die Goordinatenebenen und die Ebene :r = a. 

Man findet: 

4 

^0 = f <»» yo = ^0 = Q-^ ^ <*• 

23. Auf den drei Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
schneide man die drei Stücke a, h und c ab. Eine Gerade ist be- 
ständig parallel der Ebene der y z und schneidet beständig die durch 
<lie Endpunkte von a und c gehende Gerade und eine Parallele zur 
Axe der x durch den Endpunkt von h. Was ist der Schwerpunkt des 
von den Goordinatenebenen und der erzeugten Fläche (eines hyperboli- 
schen Paraboloids) begrenzten Körperstücks? 

Die Coordinaten sind: 

24. Körperstück begrenzt von dem Paraboloid: y^ +z'^^=2pxy 
und den Ebenen: x=^a, y = 0, ;er = 0. 

Die Coordinaten sind: 



16]/2i)a 
a^o = ffl» yo = ^0 = 25 ff — " 

Auflösung der Aufgaben. 

Zu 1. (Fig. 4.) Die Schwerpunkte 
der drei Seiten sind die Mitten a, h, c. 
Setzt man die in a und c wirkenden Ge- > 

Wichte zusammen, so hat man c a im Ver- y-'^ 

hältnis von BCiBA zu teilen, und er- / 
hält als Teilpunkt den gemeinsamen Schwer- ^ 



8 
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pnnkt von BA nnd BG auf der Winkelhalbierenden von c h a. Da 
die drei Winkelhalbierenden in einem Pnnkt sich schneiden, so ist, da 
man die Konstruktion für ch und ha wiederholen kann, der gemein- 
same Schwerpunkt des Umfangs in jenem Punkt, also im Mittelpunkt 
des a 6 c einbeschriebenen Kreises. 

Zu 2. (Fig. 5.) Der Schwerpunkt liegt auf dem Halbmesser des 

einbeschriebenen Kreises, welcher zum 
Polygonstück s) mmetrisch liegt. Nimmt 
man diesen zur Axe der ^, die darauf 
senkrechte Gerade zur Axe der x, den 
Kreismittelpunkt zum Coordinatenan- 
fang, so ist für den Schwerpunkt 

da aber y=:rcosq)j sy^=^r8C0$(^, so folgt 

Sscoscp Sehne des Polygonzugs. 




7j=zr 



= r. 



Ss " umfang des Zugs. 

Zu 8. Der Schwerpunkt ist der Schnittpunkt der drei Schwer- 
linien, d. h. der Transversalen von den Ecken zu den Mitten der 
Gegenseiten , weil jede Schwerlinie die Schwerpunkte aller der zur be- 
treffenden Seite Parallelen innerhalb des Dreiecks enthält. 

f^Ut man von den Ecken eines Dreiecks auf eine Ebene ausser- 
halb Senkrechte s^ s^ s^ und von der Mitte einer Seite die Senkrechte a 
(sie falle zwisdien ^2 ^d^ ^s)» ^ ^st in der Ebene (ts^ der Schwer- 
punkt enthalten. Ist sein Abstand von der Ebene xy so bilden a und 
^1 ein Paralleltrapez, in welchem x die Höhe im Verhältnis 1 : 2 teilt, 

also ist: 

2 , 



und da: 
1 



^2 "*"^3 



SO ergiebt sich: 



1 



1 



>2 



S 



8- 




Zu 4. (Fig. 6.) Macht man 
CE^ = AE, so haben die Dreiecke: 

gleichen Schwer- 



C BAOn.BEE^ 
DACvi,DEE^ 



punkt 
und gleiches In- 
haltsverhältni& 
Also ist der Gesamtschwer- 
punkt von BAC und DAG derselbe, 
wie der von BEE^ und BEE^ zu- 



sammen. 



I. Zusammensetzung der Kiäfte. 



5. bis 9. Lösungen unmittelbar gegeben. 

Zu 10. (Fig. 7.) Für das Dreieck, welcbes den Kreisabschnitt zu 
einem Kreissektor ergänzt, ist: Abstand 
des Schwerpunkts vom Kreismittelpunkt: 

dQ = -^rcosu Inhalt :iQ=r^8ina cos a, 
für den Kreissektor: 

e?i = -Q- r (siehe 5.) i, = r^ «, 

also für den Kreissektor der Abstand d 

des Schwerpunkts vom Mittelpunkt gegeben durch: 

und daher: 

2 2 

-5- r^ sin a — -^r^ sina cos^ a « 
,0 ö j 

d = 5-7 : ;: = -^ r 




sin^a 



r^ (a — sin acosa) 3 ' « — sin a cos a 

Zu 11. Kugelzone. Der Kugelradius sei r, das Lot vom Kugel- 
mittelpunkt auf die begrenzenden Ebenen der Zone sei xAxe, der Kugel- 
mittelpunkt Coordinatenanfang , dessen Entfernung von jenen Grenz- 
ebenen h und h^ seien. Dann ist die Entfernung £ des auf jenem 
Kugelradius gelegenen Schwerpunkts vom Kugelmittelpunkt: 

I x.ißdx jir^ — x^) X d : 






Jy'^dx l{r^ — x^)dx 

h h 

3 (r-+-Ä)«^ 
Speziell für das Kugelsegment ist Äi = r, also S = ~t"2 — IL~ä» 

3 
für die Halbkugel (ä = 0) wird | = -^ r. 

Zu 11. Kugelabschnitt. Für den Kegel, der den Kugelabschnitt 
zu einem Kugelsektor ergänzt, ist Abstand des Schwerpunkts vom 
Kugelmittelpunkt: 

3 , . . . 1 



^Q = ^ r cos tx Inhalt : »q = -0- r^ ;r sin^ a cos a 

{r Halbmesser der Kugel, 2 a die Öffnung des Kegels). 
Für den Kugelsektor: 

3 2 

dj =:-g-r(l -¥COS<x) ij =-ö-r3 7r(l — cos«), 
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also: 



(? = 



*1 ^1—^0^0 4 



r* n sin^ a 



r* n sifi^ a cos^ a 



«1— »0 



l 



^r^n{2'-2cosa — sirfiacosa) 



= T'* 



sin^a 



4 sifi^ -^a — 4 sin^ -^- a cos^ -^acosa 



= 3r j = 3r 

1 — cos"^-^ acosa 



. 1 

CÖ5* -TT- tt 



1 4-2cö52-2-a. 



Zu 12. Oberfläche z=.2nj yäs^ wo c?s das Kurvenelement, 

^ Kurvenordinate. Für den Schwerpunkt ist sy— 1 yds, (^ Schwer- 
punktsordinate), also Oberfläche =2;r^.s= Weg des Schwerpunkts 
X Bogen. 

Zu 13. Rotationsvolumen Yz=.7i 1 y'^dx-, für den Flächen- Schwer- 
punkt hat man Fläche y,y=^ 1 1 ydxdy 

= -^ / ^2^ jj. also Volumen = 2 7ry~X Fläche. 

Zu 18. (Flg. 10.) Parabel y^^2px und Sehne y = mx, Ab- 
scisse des Schwerpunkts des Sektors: 



I xdxdy 
Jydx 



Sind 



I xdxdy =1 1 x(y2px-'mx)dx=^-—V2px ~mx^, Si 

I und ri die Coordinaten des Endpunkts der Sehne, so ist: i7^ = 2^|, 
und T}=zm^. 



/7f./Ä 




J xdxdy = T5^^^' 



Ferner 



also 



Jydx=~^^Ti, 



^0- 5 ^- 



L Znsammensetzong der Kiftfte. 
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Da die Mitte der Sehne die Abscisse -^ $« der Parabelpnnkt auf 

{ 
der Parallele zur Axe durch diese Mitte -7- hat, so folgt: 



2 ^ 5 ^ 



2^ 
3 



dies der obige Satz bei 18. 

Zu 19. (Fig. 11.) Gleichung der Cycloide « = r(qo — «tng)) 
y=zr{l — cos<p), wobei r Radius des rollenden Kreises und <p der 
Wälzungswinkel ist, Schwerpunkt der Fläche eines Asts: 

^ " a ^ y ^ — :>< 

S = rn rj,'. 



Jydx 

zwischen den Grenzen und 2n 
von qp. 

-^Jy^dx=-^r^J{l—cosq)yd(p 

1 r 33 1 1^ 




= ^7rr 



8 



jydx=^r^ Ul — cos <jp)2e?()p = 3 r^TT 



somit: 



5 



Für den Bogen ist: 17 = 



/yef 



8 



S 



, zwischen 2» und hat man: 



Jpd8=>Jr(l^co3if^)y2— 2co8q>.rdcp = 
8rW(l — cos^ — g)) ef . cos 2^ (p = Sr^ (co8^q) ~ g C05* ^ <P) = "X" ' 



da s = 4r, so ist: rj^i-^r. 
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Zn 20. (Fig. 12.) 



Fir. It 






=2-^/ siffixdüß 



It 



ri 1 . 11 



n^ 11 TT 

I ydx=^ I smxdx= X—cosxy = 2 



1 



Zu 21. Die GleichnDg der Schraubenlinie sei 

e?aj = — rsmqid(pi dp = rco3(^dq), dz=.ad(fi, 
ds^Vr^ H-a^e^qp; wenn der Bogen von g) = bis (p=<p 
gezählt wird: 

/yds^rVT^-hä^ /sinq)d(p = ryf^-ha^»{l — cosq!) 
Jed8=z ayr^+a^J (fid<f)=iY^^'^^ "•" ^^ ^^ 



Da: 



e?5 = yr2-f.a2()p = — z, so folgt far den Schwerpunkt: 






17 = 



a(r — jj) 



1 aV_ 1 




Zu 22. (Fi?. 13.) Als Ele- 

Ftß' /3 ment des Mantels nehme man die 

Fläche zwischen zwei unendlich 

nahen Mantellinien. Der Bogen 

' \ der Basis zwischen ihnen sei rd^, 

y die Mantellinie =: s, dann ist : wenn 

qp der Winkel der Seitenprojektion 



einer Mantellinie mit der Axe y ist: 



I. Zasammensetzimg der EAfte. 
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1 = 



2 



/ 



1 j 2 . 



= f= 



f\srdq> 



2^ 
8 



TT 



4r 
3ff 



4ma 



Zn 23. (Fig. 14.) Als Element 
des Körpers nehme man das Dreieck 
tnnq mit den Seiten ng = &, mn = 

c 

— (a — x). Es ist, wenn p der Inhalt 

des Dreiecks ist: 




y'' h r Ic hc^l 1| 



/* ^^ ff \^ ^^f 2 1 fix «^^ 



a 



Jp^^^Jiß-»)»^^^ 



"l2" 



a 






voraas folgt: 1 = 



1 1 !> r 



3 



8 



= -gC. 



Zn 24. (Fig. 15.) Element sei 
ein Quadrant vom Halbmesser r und 
dem Inhalt q^r. Dessen Schwerpmikt 
hat Yom Mittelpunkt auf der Axe x 
den Abstand: 



=^aftc« 




o Sin -7-n 
—rn 



2r 



/ä.l. 
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also die Koordinaten: 

^"^ ,/ — i 3^ ^^3S 

Sonach folgt: 

a 

/q= / -j-r^nda=^-T^npa^ öa. r^ = 2px, 



a 

I 1 

rS 



I q^x=^J --^r^nxdx=^-^npa^ 



a 



y/'l 4r 1 /" 4tä^p 



woraus sich ergiebt: 



. 2 . 16V2ap 



IL Gleichgewicht in der Ebene. 

1) Zwei Kräfte P und Q haben nm einen festen Punkt gleiches 
Drehnngsbestreben , wenn das Produkt aus Kraft und Arm (Abstand 
der Kraft vom Punkt) bei beiden gleich ist.^ 

y\ Denn bringt man (Fig. 16.) eine Kraft 

Qy \ ^*ß '^ Qx gleich und entgegengesetzt von Q an, 
\ und setzt sie mit P zusammen, so geht die 

\ Resultante durch 0, weil die Diagonale eines 
p Parallelogramms durch alle Punkte geht, 
^^' deren Abstände von zwei anstossenden Sei- 

ten sich umgekehrt wie diese verhalten. Qi 
ist also nicht bloss im Gleichgewicht mit Q, sondern auch mit P, weü 
fest ist. Also müssen P und Q gleiches Drehungsbestreben um O 
haben. 

Sind P und Q parallel, so folgt der zweite Teil des Satzes 
aus (I. 4.). 

Das Drehungsbestreben ist also unabhängig von der Richtung 
der Kraft und hängt bloss vom Produkt der Kraft in ihren Arm ab. 
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Dieses Produkt heisst Moment der Kraft. Das Moment ist ein Mas» 
für das Drehungsbestreben. 

2) Haben zwei Kräfte gleiche aber entgegengesetzte Momente, 
80 bringen sie keine Drehung hervor. Hat man zwei Kräfte mit den; 
gleichen Momenten Fp und Qq^ so bleibt ihr Drehungsbestreben 
gleich, wenn man beiden den Arm Eins giebt und die Kräfte durck 
(JPp) und (Qq) ersetzt. Dreht man dazu noch die eine Kraft z. B. 
(Pp) bis sie in die Richtung (Qq) fällt, wobei ihr Drehungsbestreben^ 
gleich bleibt, wenn der Arm sich nicht ändert, so kann man die Kräfte 
zu einer (Pp-^Qq) vereinigen und das Moment dieser Kraft ist 
JPp-^Qq, d. h. Momente um einen Punkt lassen sich addieren, wie- 
Kräfte längs einer Richtung. 

Hat man eine Reihe von Kräften, welche rechts (im Sinn de& 
Zeigers einer Uhr) drehen und solche, welche links drehen, und bildet 
man die Summe der ersten S,Pp und der zweiten S.Qq, so findet 
Bechtsdrehung, Gleichgewicht oder Linksdrehung statt, je nachdem 

SFp^SQ.q 

ist. 

Ist also die algebraische Summe der Momente beliebiger Kräfte- 
um einen festen Punkt gleich Null, so findet keine Drehung um diesen. 
Punkt statt. 

Sind mehrere Kräfte um einen festen Punkt im Gleichgewicht,, 
so können sie nur noch einen Druck auf ausüben. Dieser Druck 
ist die Resultante aller durch parallel verlegten Kräfte. Ist die- 
Besultante Null, so findet kein Druck statt, es ist zum Gleichgewicht 
nicht nötig, dass fest sei, es findet überhaupt Gleichgewicht statt 
und man sieht leicht, dass die Resultante Null ist, wie man auch den 
Punkt wählt, durch den alle Kräfte gelegt werden. 

Man hat sonach folgende zwei Bedingungen für das Gleichge- 
wicht von Kräften in einer Ebene: 

1) Die algebraische Summe der Momente um irgend einen Punkt 
muss Null sein. 

2) Die Resultante aus allen durch irgend einen Punkt parallel" 
verlegten Kräften muss Null sein oder nach I. 3 die Summe der Com- 
ponenten nach irgend zwei zu einander senkrechten Richtungen müssei» 
einzeln gleich Null sein. 

Bezeichnet man mit P eine Kraft, mit « ihren Winkel mit einer 
Axe X und sind x, y die Koordinaten des Punkts, durch den sie geht,, 
so ist: 
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S,Pco8a=:0 , SPsina=^0 , SP(xsina—ycosa) = 0. 

Hiebei ist die algebraische Summe der statischen Momente eines 
beliebigen Systems von Kräften in einer Ebene in Beziehung auf einen 
beliebigen Punkt der letzteren gleich dem Moment der Resultante 
des Systems in Bezug auf denselben Punkt. 

Liefert das Kräftesystem nach jeder von zwei Koordinatenaxen 
die Komponentensumme Null und ist zugleich die algebraische Summe 
der Momente aller Kräfte in Beziehung auf einen beliebigen Punkt der 
Ebene nicht Null, so besteht nicht Gleichgewicht, sondern das System 
reduziert sich auf ein Kräftepaar. 

Beliebige Kräftepaare in einer Ebene halten sich das Gleich- 
gewicht, wenn die Summe ihrer Momente Null ist (Moment =-. Kraft 
mal Abstand der parallelen Kraftrichtungen) ; zwei Paare in einer Ebene 
lassen sich durch einander ersetzen, sind statisch äquivalent, wenn ihre 
Momente numerisch und algebraisch gleich sind. 

In betreff der Entscheidung über den Charakter des Gleich- 
gewichts eines Kräftesystems (labil oder stabil) vgl. die Auflösungen, 
2. B. Nr. 12. 

1. In einer vertikalen Ebene ist ein Balken an eine vertikale 
zur ersten senkrechte Ebene gelehnt und in einer Horizontalebene am 
Ausweichen verhindert. Was sind die vorkommenden Drücke? 

Ist 2 2 die Länge, Q das Gewicht des Balkens, N der Druck auf 
die vertikale Wand, N' die das Ausweichen in der horizontalen Ebene 
verhindernde Kraft und a die Horizontalneigang des Balkens, so ist: 

Nz=N' =:zlQcota 
und der Gegendruck der horizontalen Ebene ist gleich Q 

2. Zwei verschieden lange Balken stützen sich auf eine Hori- 
zontalebene und sind in einer vertikalen Ebene an einander gelehnt. 
Wie gross sind die Drücke? 

Sind Q und Q' die Gewichte, 2 1 und 2 V die Längen und a und 
a' die Horizontalneigungen der Balken, so ist an der Stelle, wo die 
Balken zusammenstossen: 

iQ-^Q') cos a cos a' 



der Horizontalschub = 



2sm(a-f- «') 



, TT ..1 1 1. 1 Qcosasvna' — Q'cosa'sina 

der Vertikalschub = s— =— ? — r — k • 

2«m(a-+-« ) 

8. Zwei gleich lange Balken stützen sich auf eine horizontale 
Ebene, sind in einer vertikalen Ebene an einander gelehnt und durch 
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einen horizontalen Querbalken verbünden. Was dnd die Torkommen- 

den Drücke? 

Ist Q das Gewicht, 2 2 die Länge, a die Horizontalneigang jedes 
Balkens , N der gegenseitige Drack beider Balken , T die Spannung 
des Querbalkens, welcher von oben aas von jedem Balken die Länge 
nl abschneidet, so ist: 

N=T = —Q€Ota. 
n 

4. Von einer Beihe gleicher Balken in einer Vertikalebene stützt 
sich der unterste anf eine Horizontalebene, jeder folgende anf den vor- 
hergehenden nnd der oberste lehnt sich gegen eine Vertikalebene (senk- 
recht zur ersten). Bei welcher Lage der Balken findet Gleichgewicht 
statt? (Mansardendach.) 

Die Tangenten der Horizontalneignngen müssen von oben nach 
xmten wachsen wie die migeraden Zahlen von eins an. 

5. Die gleiche Aufgabe für zwei ungleiche Balken. 

Sind Q mid Q' die Gewichte, a nnd a' die Horizontalneigangen 
des obem und mitem Balkens, so ist: 

0' -4- 2 

tga' = T^ tga. 



5 b. Eine Kette besteht aus stabförmigen Gliedern von den Längen 
2c^ 2a2 2 Og etc. und Gewichten 2 Q^ 2 Qg ^ Qs ^^-^ welche mit Haken 
80 in einander gehängt sind, dass sie sich ungehindert nach allen 
Seiten drehen können. Die äussersten Haken werden in zwei festen 
Punkten eingehängt, deren gegenseitige Lage bestimmt werden soll, 
wenn die Horizontalneigungen der äussersten oder auch irgend zweier 
Glieder gegeben sind. (W. C.) 

6. Zwei Balken in einer Vertikalebene sind durch Gelenke an 
eine vertikale Wand befestigt, die andern Enden sind ebenfalls durch 
ein Gelenk verbunden. Die Drücke am letztern zu finden. 

Sind Q und Q' die Gewichte, a nnd a' die Vertikalneigongen, 
80 ist der 

Horizontalschub ^i^^^^iQ^Q') 

Vertikalschub ^ .<i ^9 cc ^ Q' tga' 

tga-htga' 

7. Zwei Stäbe in einer Vertikalebene stehen auf einer horizon- 
talen Ebene, ihre untern Enden sind durch einen Faden verbunden. 
Das obere Ende des einen Stabs ist mit irgend einem Punkte des 

Zeoh, Aufgaben aus der Mechanik. 2. Aufl. 2 
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zweiten durch ein Grelenk verbunden. Wie gross ist die Spannung des 
Fadens? 

Sind 21 und 2 2' die Längen, Q und Q' die Gewichte, a und a' 
die Horizontalneigungen der Stäbe, und ist c die Länge des Fadens, 
so ist dessen Spannung: 

Qlsina-h Q' V sina' 
ctgatga' 

8. Vier Stäbe sind durch Gelenke zu einem ebenen Viereck ver- 
bunden. Wenn längs der Diagonalen gegebene Spannungen F und Q 
wirken, welche Form nimmt das Viereck an? 

Wird durch den Schnittpunkt beider Diagonalen die eine in die 
Stücke a und c, die andere in die Stücke h und d geteilt, so ist: 

^__ ac{b-¥d) 
Q ""&d(a4-c)* 

9. Ein Balken kann sich in einer Vertikalebene um seine Mitte 
drehen. Auf der einen Seite liegt auf ihm im Abstand a von der 
Mitte in derselben Vertikalebene ein zweiter am obem Ende an einem 
sehr langen Seil aufgehängter Balken. Wo muss auf der andern Seite 
ein gegebenes Gewicht W angehängt werden, damit Gleichgewicht 
besteht? 

Ist Q das Gewicht des hängenden Balkens, so ist der gesuchte 
Abstand : 

2 W 

10. Ein Balken in einer vertikalen Ebene, welcher an eine ver- 
tikale und eine horizontale Ebene, die zur ersten senkrecht sind, sich 
lehnt, soll durch ein Seil festgehalten werden, welches durch den Schnitt- 
punkt der drei Ebenen geht. Wie gross ist der nötige Zug? 

Ist Q das Gewicht, 2Z die Länge, a die Horizontalneigung des 
Balkens, ß die des Seils, so ist der gesuchte Zug: 

11. Eine Kugel liegt auf zwei schiefen Ebenen, die sich in einer 
Horizontalen schneiden. Was sind die entstehenden Drucke? 

Ist Q das Gewicht der Kugel und sind a und a' die Horizontal- 
neigungen der Ebenen, so sind die Drücke auf die Ebenen: 

^ sina' ,^ 8ina 

Q . . ^ .. und Q 



sin (« -h «') ^ «n (a -h «') ' 

12. In welcher Lage ist ein Stab, der auf zwei in einer Hori- 
zontalen sich schneidende Ebenen gelegt ist, im Gleichgewicht? 

Der Stab muss in einer zu beiden Ebenen senkrechten Ebene 
Hegen; ist 2 2 seine Länge, sind a und a' die Horizontalneigungen 
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der schiefen Ebenen (ce^a'), so ist die Horizontalneigimg go des 
Stabs gegeben durch die Gleichung: 

tgq) = icota' — | cot a. 

Der geometrische Ort des Schwerpunkts ist eine Ellipse. Bei 
der Gleichgewichtslage ist der Schwerpunkt im höchsten Punkt der 
Ellipse. Labiles Gleichgewicht. 

13. Zwei sich berührende Engeln sind anf zwei in einer Hori- 
zontalen sich schneidenden Ebenen im Gleichgewicht. Welche Lage 
haben die Mittelpnnkte? 

Die Mittelpunkte müssen in einer zu beiden Ebenen senkrechten 
Ebene liegen; sind Q und Q' die Gewichte der Kugeln, a und a' 
die Horizontalneigungen der Ebenen, so ist die Horizontalneigung g) 
der Verbindungslinie der Mittelpxmkte gegeben durch die Gleichung: 

Qcota' — Q' cot a 

'^'^ = Ö+Q' • 

Für Q = Q' erhält man dieselbe Lösung wie in 12. 

14. Welche Lage nimmt ein Stab ein, der in eine hohle Halb- 
kiigel mit horizontalem Band gestellt ist? 

Ist r der Eugelhalbmesser , 2 2 die Länge des Stabs, so erhält 
man fOr die Horizontalneigung <p die Gleichung: 

2 r CO« 2 go = Z cos (p. 

Welche Bedingung giebt die geometrische Betrachtung? 

15. Li einer vertikalen Ebene stützt sich ein Stab gegen eine 
geneigte Linie nnd einen festen Punkt ausserhalb ihr. Was ist die 
Gleichgewichtslage ? 

Die Bechnung giebt f&r die Horizontalneigung des Stabs eine 
Gleichung Tom sechsten Grad. Durch Betrachtung des geometrischen 
Orts des Schwerpunkts findet man leicht die möglichen Fälle, sowie 
ob das Gleichgewicht stabil oder labil ist. Den Bedingungen der 
Angabe entsprechen höchstens zwei Lösungen. 

16. Das eine Ende eines Stabs stützt sich auf eine schiefe Ebene, 
das andere ist dnrch einen Faden an einem festen Punkt ausserhalb 
der Ebene aufgehängt. Was ist die Gleichgewichtslage? 

Ist 2 2 die Länge des Stabs, d die Entfernung des Punkts Ton 
der Ebene, 2s die Länge des Seils, a die Horizontalneigung der 
Ebene, und sind <p und \p die Neigungen des Seils und des Stabs 
gegen die schiefe Ebene, so hat man aus den Gleichungen: 

2 sin aßin (t/; -h gD) = cos g) co« (« — \\)) 
und: 

d = 2 6Sinq> + 2l8in%p 

die Winkel go und t/; zu bestimmen, was zu Gleichungen hohem 
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Grads f&hrt. Eine Gleichung zweiten Grads erh&lt man ftr d = 
nnd a = 900. 

17. Kniepresse. Zwei gleich lange Stäbe sind dnrch ein Gelenk 
yerbnnden, das zweite Ende des ersten ist fest, das des andern nnr in 
einer Vertikalen dnrch den festen Punkt beweglich. Wenn am Grelenk 
ein horizontaler Druck wirkt, wie gross ist der vertikale Druck im be- 
weglichen Ende? 

Ist a die Horizontalneigung beider Stäbe, P der Dmck im Ge- 
lenk, so ist der vertikale Druck: 

i Ptg a. 

18. Zugbrücke. Ein Stab dreht sich in einer vertikalen Ebene 
um das eine Ende, während das andere an ein Seil befestigt ist, das 
stets durch einen gegebenen Punkt geht. Die Spannung des Seils und 
den Druck auf den Drehpunkt zu bestimmen. 

Ist Q das Gewicht, a die Horizontalneigung des Stabs, ß sein 
Winkel mit dem Seil, so ist: 

die SeilspannuBg =J«^ 

der Horizontaldrack =40 r-^ 

• ^ sinß 

der Vertikaldruck = Q ( 1 - ^ "f*/^ " ''H . 

19. Gowöhnliche Wage. Ein Stab, der um einen Punkt sich 
dreht und in zwei bestimmten Punkten Gewichte trägt. Wann findet 
Gleichgewicht statt und was ist der Ausschlag bei gegebenem Über- 
gewicht? 

Teilt die Senkrechte vom Drehpunkt auf die Yerbindongslinie der 
die Wagschalen W und W tragenden Punkte diese Linie in die 
Teile a und &, ist c der Abstand des Drehpunkts und s der des 
Schwerpunkts von derselben Linie, so hat man zunächst auszudrücken, 
dass f&r bestimmte Gewichte P und P' der Wagbalken horizontal 
steht. Wird dann bei W ein Übergewicht p angebracht, so ist der 
Dreh Winkel qp gegeben durch die Gleichung: 

p a 
*g'P = C..-3f.c 

WO Q das Gewicht des Stabs und 

M= W-hP+W -hP'-^-Q-i-p 

ist. Soll der Ausschlag dem Übergewicht proportional sein, so muss 
e = sein. Wann ist die Wage empfindlich? 

20. Brückenwage. Soll es gleichgiltig sein, wo die Last aufliegt, 
so müssen die Abstände der DrehiuEe des Brückenträgers und der Brücke 
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von der Stange, welche den Brückenträger hält, sich verhalten , wie 
sich der Abstand des Anknüpfungspunkts der Stange znm Brücken- 
träger am Wagbalken yon dessen Drehaxe sich verhält znm Abstand 
der zwei Stangen zur Brücke und znm Brückenträger. 

21. Briefwage. An dem einen Arm eines gebrochenen Hebels 
hangt eine Wagschale, am andern ein gegebenes Gewicht. Was ist 
der Ausschlag bei gegebenem angelegten Gewicht? 

Ist der Arm mit der Wagschale horizontal, wenn nichts anfliegt, 
xmä. legt man dann das Gewicht P anf , so ist der Ausschlag be- 
stimmt durch die Gleichung: 

^9 9 = 7^ : 

wo h die Länge des vorher horizontalen Arms, a die des andern und 
a der Winkel beider ist. 

22. Zwei gleich lange schwere Stäbe sind durch ein Gelenk ver- 
bünden und über einen Zylinder mit horizontaler Axe gelegt. Was 
ist der Winkel, den sie in der Gleichgewichtslage bilden? 

Ist 21 die Länge jedes Stabs, r der Halbmesser des Zylinders, 
2'd- der Winkel beider Stabe, so ist: 

r C08& = lsin ^^. 

23. Zwei Fäden sind an einem Punkte befestigt; der eine trägt 
eine Kugel, der andere ein (Gewicht, welches tiefer hängt, so dass es 
die Engel nicht berührt. Wie gross ist der Winkel des Fadens, an 
dem die Kugel hängt, mit der Vertikalen? 

Ist P das anhängende Gewicht, r der Halbmesser, Q das Gewicht 
der Kugel, d der Abstand ihres Mittelpunkts vom Aufhängepunkt 
und (p der gesuchte Winkel, so ist: 

24. Eine Kugel ist an einem Faden aufgehängt und um den 
Anfhängepunkt kann sich ein schwerer Stab drehen, der die Kugel 
berührt. Welche Lage nimmt Kugel und Stab an? 

Ist Q das Gewicht der Kugel, Q' das des Stabs, r Halbmesser 
der Kugel, 2 1 Länge des Stabs, h Abstand des Auf hängepunkts vom 
Mittelpunkt der Kugel und & die Yertikalneigung dieses Abstands, 
so ist: 



Q52 



/T^-)- 



Q'lr 

25. Zwei gleich grosse Kugeln hängen mit gleich langen Fäden 
an demselben Punkt. In welcher Lage können sie eine dritte gleich 
grosse Kugel tragen? 
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Ist 2 a der Winkel der Fäden und 2 ß der der Verbindungslinien 
des Mittelpunkts der dritten mit denen der ersten, so ist: 

26. Ein Seil von der Länge l ist in zwei Punkten befestigt, die 
auf derselben Horizontalen im Abstand X liegen. Wo mnss man zwei 
Yerschiedene Gewichte Q and Q' anhängen, damit das Seilstück zwischen 
ihnen horizontal sei nnd in gegebenem Abstand d von der ersten Hori- 
zontalen? 

Sind ^ und ^' die Winkel der nicht horizontalen Seilstücke mit 

der Vertikalen, so ist: 

(itg{^ = q'tgß-' 
und: 

d(8ee^ — tg^'\-8ec^'^tg^') = 2 — >.. 

27. Ein schwerer Körper liegt anf einer schiefen Ebene; ein 
Faden, der an ihn befestigt ist, geht über eine Bolle nnd trägt am 
andern Ende ein gegebenes Gewicht Q. Was ist die Gleichgewichts- 
lage nnd der Druck E auf die schiefe Ebene? 

Ist a die Horizontalneigung der Ebene, ^ die Neigung des Yom 

Körper ausgehenden Fadenteils mit der schiefen Ebene und P das 

Gewicht des Körpers, so ist: 

^ P . 
co8'd'^-^sina 

und: 

JS = Pco«a — >/Q2 — P2«ina2 

28. Ein Stab liegt mit dem einen Ende anf einer horizontalen 
Ebene, mit dem andern anf einer schiefen; vom letztern Ende geht 
ein Faden ans, der am obem Endpunkt der schiefen Ebene über eine 
Bolle geht und ein Gewicht P trägt. In welcher Lage findet Gleich- 
gewicht statt? 

Ist Q das Gewicht des Stabs und a die Neigung der Ebene, so 
findet Gleichgewicht statt in jeder Lage, wenn: 

P=|Qma. 

29. Ein Stab ist an den Enden durch zwei verschieden lange 
Fäden, die von einem festen Punkt ausgehen, aufgehängt. Was ist 
die Spannung der Fäden? 

Sind a, &, 2Z die Längen der Fäden und des Stabs, Q dessen 
Gewicht, so ist: 



30. Ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck in einer Yertikal- 
ebene stützt sich mit den gleichen Seiten auf zwei horizontale Zapfen 
in gleicher Höhe. Wann findet Gleichgewicht statt? 
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Ist a der Abstand der Zapfen, h die Hohe des Dreiecks, ^ die 
Horizontalneigung der Basis, so erhalt man: 

^ = , oder cos &• = 5—. 

o a 

31. Ein elliptisches Brett in einer vertikalen Ebene stützt sich 
anf zwei Zapfen in gleicher Höhe. Wann findet Gleichgewicht statt? 

Die zwei Zapfen müssen Endpunkte konjugierter Halbmesser sein. 

82. Ein gleichschenkliges Dreieck in einer vertikalen Ebene 
stützt sich mit den Endpunkten der Grundlinie anf zwei schiefe Ebenen, 
die unter *sich und zur Ebene des Dreiecks rechtwinklig sind. Welche 
Lage nimmt das Dreieck an? 

Ist 2 a die Grandlinie, h die Hohe des Dreiecks, a die Horizontal- 
neigung der einen Ebene, & die gesuchte der Grundlinie, so er- 

giebt sich: 

. ^ a cos 2 a 

tg V = — ; — s : — —T-. 

^ astn2a'i-ih 

38. Zwei Ecken eines Quadrats in vertikaler Ebene stützen sich 
auf zwei schiefe Ebenen. Was ist die Gleichgewichtslage? 

Sind tt und a' die Horizontalneigungen der Ebenen, ^ die ge- 
suchte der aufliegenden Seite, so ist: 

sin{a' — a) 
^ 8%n(a'{-a)-r2s%nasma 

84. Ein Stab ruht auf einer Parabel mit vertikaler Axe, dereft 
Scheitel unten liegt, und auf dem Brennpunkt auf. Welchen Winkel 
bildet er mit der Axe? 

Ist l die Länge des Stabs, 4 p der Parameter der Parabel und ß- 
der gesuchte Winkel, so ist: 

85. Auf einer Parabel in vertikaler Ebene mit horizontaler Axe 
liegen zwei Gewichte, verbunden durch einen Faden, der über eine 
Solle im Brennpunkt geht. In welcher Lage sind die Gewichte im 
Gleichgewicht? 

Die Gewichte müssen sich verhalten wie ihre Tiefen unter der Axe. 

36. Zwei Gewichte F und P' hängen an den Enden eines Fadens 
über eine Parabel mit vertikaler Axe. Welche Lage nehmen die Ge- 
wichte an? 

Ist 4|) der Parameter und sind x und x' die Tiefen der Gewichte 

unter dem Scheitel, so ist: 
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37. Die gleiche Anfjgabe far einen Kreis. 

Ist tt der Centriwinkel, der dem Faden entspricht, qo und \p die 
Yertikalneigang der Halbmesser zu den Gewichten P und P', so ist : 

P—P' 

'pj(<ip — V') = p:;^p*pi«• 
38. In einen Hohlzjlinder mit horizontaler Axe werden drei 
Zylinder von verschiedener Grösse gelegt, ebenfalls mit horizontalen 
Axen. Welche Lage nehmen sie an? 

Wenn die Ebenen durch die Axe des ersten Zylinders und die 
der drei andern unter sich die Winkel a und a'* bilden, und die 
mittlere dieser Ebenen mit der Vertikalen den Winkel 0-; und r, 
r\ r" die Abstände der Axen der drei Zylinder von der des ersten, 
Q» Q'» ö" di® Gewichte der Zylinder sind, so ist: 

_ (j'* r" eo8a"-\-Q'r' -hQrcosa 

39. Zwei sich berührende Engeln hängen au den Enden eines 
Fadens, der über eine kleine Bolle geht. Zn beweisen, dass Gleich- 
gewicht besteht, wenn die Gewichte der Engeln sich umgekehrt ver- 
halten, wie die Abstände ihrer Mittelpunkte von der Bolle. 

40. Ein Ereissektor liegt in einer vertikalen Ebene, ein begren- 
zender Halbmesser ist horizontal; man soll beweisen, dass eine Eette, 
die auf dem andern Halbmesser und auf dem Bogen aufliegt, ohne 
weiter herabzuhängen, im Gleichgewicht ist. 

40 b. Welche Eraft muss in dem einen Endpunkt einer schweren 
Eette, die sich auf einer vertikalen Kreislinie bewegen kann, in der 
Bichtung des letzten Elements wirken, wenn dieselbe sich im Gleich- 
gewicht befinden soll? (W. C.) 

41. Ein Eegel ruht mit seiner Basis auf dem Scheitel eines ge- 
gebenen ümdrehungsparaboloids. Man soll beweisen, dass das Gleich- 
gewicht stabil ist, wenn die Höhe des Eegels kleiner ist, als der vier- 
fache Parameter des Paraboloids. 

42. Auf die ebene Begrenzungsfläche einer Halbkugel ist ein 
Eegel aufgesetzt; wie gross darf dessen Höhe höchstens sein, damit 
bei vertikaler Lage der Axe des Eegels stabiles Gleichgewicht statt- 
findet? 

Sie muss <r|/3 sein. 

43. Ein Faden von gegebener Länge ist an die Enden eines 
gewichtlosen Hebels befestigt und trä^ vermittelst einer kleinen Bolle 
ein gegebenes Gewicht. Wann findet Gleichgewicht statt und ist es 
stabil oder nicht? 



n. Gleichgewicht in der Ebene. 



25 



Sind a nnd h die Hebelarme, so teilt die Bolle den Faden im 
Verhältnis dieser Arme und der Teilponkt mnss vertikal imter dem 
Drehpunkt des Hebels liegen. 

44. Die drei Ecken eines Dreiecks sind auf dem umfang eines 
Kreises beweglich und der Kreis ist geneigt gegen den Horizont. In 
welcher Lage findet Gleichgewicht statt? 

Wenn der Schwerpunkt auf dem am meisten geneigten Durch- 
messer liegt. 

45. Ein Stab lehnt sich in einer vertikalen Ebene an eine feste 
Linie und berührt eine Kurve. Welcher Art mnss diese sein, damit 
der Stab in jeder Lage im Gleichgewicht sei? 

Der geometrische Ort des Schwerpunkts muss eine horizontale 
Linie sein. Die gesuchte Kurve ist also die ümhtOlung aller Lagen 
einer Geraden von bestinmiter Länge, deren Endpunkte stets auf 
zwei festen Linien bleiben. 

46. Ein Stab stutzt sich in einer vertikalen Ebene gegen eine 
feste Linie und gegen eine Knrve. Welcher Art mnss diese sein, da- 
mit der Stab in jeder Lage im Gleichgewicht sei? 

Sie muss eine Ellipse sein. 

47. Ein Stab geht beständig durch einen festen Bing und stützt 
sich in einer vertikalen Ebene auf eine Kurve. Welcher Art muss 
diese sein, damit in jeder Lage Gleichgewicht stattfinde? 

Die Folargleichung ist: 

r = a H- 6 scc (p. 

Es ist eine Conchoide. 



Auflösungen der Aufgaben. 



Zu 1. (Fig. 17.) 

N.2lsina — Qlcosa=^0 
woraus: 

N=zN'=:^Qcota N" = Q, 

Zu 2. (Fig. 18.) 

H,2lsma — V.2lcosa — Qlcosa 




\ Gleichgewicht 
1 Balken links. 
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. 2 V sin a' — 7. 2 V cos a' — Q' V cos a' = ) 



Gleichgewicht 
Balken rechts. 




Ans den Drehgleichnngen folgt: 

2Hsm(a 4- «') = Qcosacosa' -h ö' cosacosa' 
2 F5i«(a — «') = 0' smacosa' — Qsma' cos« 
N=N'=H R=Q—7 Ä' = Ö'-F. 

Zn 3. (Fig. 19.) 

JP^ ig Die Drehnngsgleichnng für den 

Balken rechts ist: 

N.2lsma-'T(2 — n)lsma 

— Qlcosa^^O 

nnd da T=N ist: 





worans: 



T= — Qcota. 

Zn 4. (Fig. 20.) Mansardendach: 

oben: 

Ni,2lsinai — Qlcosai = 



worans : ^i = ^i = "ö" <^<>^ai 
mitten: 



2\-T2 = 



(2 + iJj-i?2 = 

Ti . 2 Zsin«2 ~ -Bi 2 ?C05a2 — Q?cösa2 == ^ 



Ti = T2 , B, = Q-^B, = 2Q 

cot «1 5iw «2 — 3 C<>5 «2 = 
^^02 = 3^«! 
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nnten: 



T^-T^ = 



woraus: 



cotai sin «g — 5 cos ag = 



Zu 5. (Kg. 21.) 

oben: 

^1 .2lsina — Qlcosa = 



woraus 




: T^=N^=-^Qcota 

unten: 
Ti — Ta = 

Qcoiama' = (2Q -f- Q')cö5a' = 

2Q-hQ' 



Zu 6. (Fig. 22.) 



Q 



tga. 



Ttga-^H=^-^qtga 

1 



ytgcC'-'H= 



Q'tga' 



1 qtga — Q'tga 
"■ 2 ^« +^^a' 

5 = |(Q + Q')-^^^ 




utf Fi/.il 



tga-htga 



f • 



Zu 7. (Fig. 23.) 

Q + Q' = JV-t- N* Drehung der 
Balken um 0: 

T.22'si»a' — JV'2rcoÄa' 
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d 1 

Darans folgt: J^= Ttga -^Qj-^ ' ■^' = ^^^*' "^ T^'' 

dnrch Elimination der N: 

Da aber: (l'hd)sina=^2r sina' , so ist: 

_,^ ^ ,^ 1 , Qlsina Ql sin a -h Q' V sin a' 
Titga + tga') = -^q' + ^^r^^ = ^^r^^, . 

und da: 2V sma' {tga + tga') und 2V sin(a + a') = C8vnay 
60 folgt: 

svn(a + a') 
2r sina'itga'^tga') = 2rsina'-^-^ r =ctgatga' 



und endlich: 



T= 



cos a cos a 
Qlsina-hQ'V sing ' 
ctgatga' 



Zn 8. (Fig. 24.) 



/:y2^. 




Die Gomponente yon P längs ^2) ist 
AE, wenn FE parallel AB ist. 

Zieht man OF\\PE, so ist: 

AJ^stwIDt — 3, aber AE = P. , 

2» il(2 



also AE = P 



a b-hd' 



c AD 



Ebenso aber ist die Componente von Q längs DA Q«"^T^ 
Da aber die Gomponenten gleich sein müssen, weil Gleichgewicht 

stattfindet, so ist: -tt = -^ t . 

^ Q d b a + c 



Zu 9. (Fig. 25.) 




Ist der Balken ^JB an einem sehr lan- 
gen Seil befestigt, so kann man den Zug in 
A als vertikal annehmen und von dem Ge- 
samtgewicht Q hat das Seil die eine, der 
Stab in B die andere Hälfbe zu tragen. Die 
Drehung um die Mitte des Balkens giebt: 

— (2.a=Tr«, 
Qa 
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Zu 10. (Fig. 26.) 
Horizontale Gomponenten am Stab: 

vertikale Gomponenten am Stab: 

Q — N-hasinß^O 
Drehung um 0, weil 8 durch geht: 

IT .2lsina-h Qlco8a — N.2lcosas=0. 

Baraus folgt: 

N'sma — Ncosa^ — ^Qcosa 
aus der ersten Gleich.: N* smß^ Ncosß = — Q cosß 



Fiyl(K 




^' sin(a — j8) == — "rt Qco5aC05j8 4- <lcosacOh ß 



5 = 



N' 



1 ^ cosa 



cosß 2 "^ainia — ßy 
wenn a = j3 wird iS=oo, also Gleichgewicht unmöglich. 



Zu 11. (Pig. 27.) 

Es ergiebt sich unmittelbar: 

m(a + «') "" sina "" 




Zu 12. (Pig. 28.) 

Q = Neos a-hN' cos a' 
OzsiNsina — N'sina' 

Qlco8q>=i 
N. 2 l8in(90 — a n- qp) = 

N.2lco8(a — qp). 
Durch Elimination der Drücke: 

2sina' 



Fij.2S. jv 




woraus: 



cos flp = -r-7 — ; — r: CO« (a — ©), 
tgqi = -^cota' jrcata. 



2 — • 2 

Um zu entscheiden, ob das Gleichgewicht ein stabiles oder labiles 
ist, drucke man die Entfernung £ des Stabschwerpunkts von der Hori- 
zontalen durch qo und die Konstanten aus; es wird: 



so 
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| = -r— 7 — ; — r\\^^((^ — €c')sinop'{-2sina'sinacoscp [. 

Wenn | ein Maximam oder Minimum ist, so mnss sein ^— = 0, 

cota' cota 
woraus wie oben tg<p=: —^ ö~* 

^1 n 

Die zweite Ableitung ^-2 wird, da g)<-2- ist, negativ, also 

befindet sich der Schwerpunkt bei Gleichgewicht in der höchsten Lage ; 
das Gleichgewicht ist labil. 



Zu 13. (Fig. 29.) 




Q 



N 



C08(q} — a) cosqi sma 

Q' _ W_ _ T 
cos(q) -t- a') '^ cosq)" sina' 

Durch Elimination von T: 
Qsina _ cos{<f) — a) __ cosa-hsinatgq) 
Qsina' "" C08(q) + a) ~~ cosa — sina' tgap' 

Daraus: Qsmacosa! -^ Q,* sin a cosa =r (Q -h Q')sinasinaftgq) 

Qcota' — Q'cota 

*9<P = öTÖ^ • 

Zu 14 (Fig. 30.) Moment um 0: 



Fig. 30. 



Qlcosq) = N''2reos<p 






Femer: 




und: 





1 
" 2 


Q 


• 

r 


U « 

N 
sing)" 


N' 
COS 2 


qp" 


_ « 

C08<p 


cos 2 

COSi 




1 

2 


l 

• 

r 



Oder: In eine oben offene halbkugelförmige 
Schale BAB' mit horizontalem Bande BB' 
wird ein Stab il^' von der Länge 2^iS=2a und dem Gewicht Q 
eingelegt, was ist die Gleichgewichtslage? 

Q wirkt in der Mitte 8 des Stabs. Gegendruck N l&ngs eines 
Ereisdurchmessers AM, und N' senkrecht AB. N und N* schneiden 
sich in einem Punkte J des Kreisumfangs auf der Vertikalen von S, 
Ist IT die Mitte der Kugel, so ist jMz=MA und daher SC = CA 
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=z-^a, ÄÄ' mass also so gelegt werden, dass das Endstück CA 

ü 
= — zwischen die Vertikale MD und den Quadranten DB' fllllt. 

Da BMCcoBÄB', so ist: ^J5' C3f ein Kreisviereck xmdBO.BÄ 
= BM.BB'=BD^, ans BD^ = BC.BÄ ergiebt sich die Konstruk- 
tion. Auf DB' von D aus schneide -j-a ab. Vom Endpunkt be- 
schreibe einen Kreis durch B, bis er J^'D in J^ trifft, dann ist ED 

= Ba 



Zu 15. (Fig. 31.) 

Q — N' cosß — Ncosa-= 
N* smß — Nsina^O 
qlcosß — N'{l—p)=:0 
(l'—p)8in{a'\-ß)=^df 

woraus folgt: 

lcosß8in{a-^ß) 



% 




^' = Q 



d 



N=Q 



Isinßcosßsinia-^ß) 



dsina 
Die Kräfte eliminiert: 
dsma — lsinacos^ßsin(a -f jS) — lsinßcosacosßsm(a + ß) = 

dsina=^ Icosßsi/n^ (a -h ß). 
Der geometrische Ort von 8 ist eine Conchoide. Im allgemeinen 
giebt es zwei Lösungen, eine stabil, eine labil. 

Zu 16. (Fig. 32.) 

Nsina — 8cos((jp -h «) = 
Ncosa H- Ssin((p -ha):=Q 
Qlcos{a — \p)=z8.2l8in{q> -htf)) 



'<' 



Rg31 



ä| m(g) -h a)5in a -I- cos{q> 4- a) cosa [ 

= Qsina 
8cosqf=.Qsina 

C08q}C08(a — ^):=:2sinasin(<p -hxf)) 
d = 2s$inq)'h2lsin\i/. 

Zu 17. (Fig. 33.) 

Von der Zugkraft P wirkt die eine 
Hälfte oben, die andere unten. 

Man hat: 
-^Plsina^ Vlcosa, Y:=—Ptga. 





Fi, 53. 
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Zu 18. (Rg. 34.) 



/:^,J^ 



--.,^ 




ir— Äcos(j3 — a) = 
F+Ä5m(ji— a)=Q 
Qlco$a — 8,2lsinß=z0 



worans: 



_ 1 ^cosa 

2 ^smß ^^ 

tgß 

Zu 19. (Fig. 35.) 



-«) 



2 ^«*n/J 
_ 1 cosa . .^ 



-«) 



2l-hdcosa — hsina' 




* 



^ 





W.F'P 



Liegen P nnd F' auf, so ist für Gleichgewicht: 

(TT-f- P)a -h Qc?-(TF' -+-P')& = 0. 

Kommt zn P das Übergewicht p and dreht sich der Wagbalken 

nm go, so ist: 

(TF+P+i))(acos<)p — csinqi) -hQidcosq^-^is-hcjsincp)^ 

{W -¥• P') (b cos q) 4- C5tn<p) = 0, 

also nach Abzog der vorigen mit cos(p multiplizierten Gleichung: 

p(acosq> — csinqf) — iW -h P)csinqf -- Q{s + c)sinqf ^ 

{W -hF')c8m(p = 0y 
pa 
woraus: ^^^ = ö^+(Tr-hP-4- TT +P' H-Q +i?K 

Für cc=0 ist die Tangente des Ausschlags proportional dem 
Übergewicht. 



Zu 20. (Fig. 36.) 





Man hat: 

1) P.AC=.8.BG-\' 

T,DC, 

2) 5 + J\r=Q, 

3) 8.EFz=:Q.JF, 

4) T-hir^N, 

5) T.aH=N.8H\ 
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es ergiebt sich: 

JF „ EJ 

ans 3) /8=Q^j,;an8 2) JV=Q — 5=^^^,; 

,, „ ^EJLH 

also ans 1) dnrch Substitution der unbekannten: 

jF ^„ EJLH 



P.ÄC=q\^.BC + 



DC\ = 



LH DC\ 



EFaH 

^iEFV^^^-'äHBCp 

soll es gleichgiltig sein, wo Q anfliegt, so mnss J aus der Gleichung 

verschwinden. Dies ist der Fall, wenn: 

LH DC , , LH BC , GL BD 

1 oder: -=-=w = ^fr-^ oder 



QHBC 

Zu 21. (Fig. 87.) 



1. 



aH~DC 



GH~BC 



Fij.37. 




7 



♦fl 



yt 




vr.v _ 



Wh = Qacosa, wobei Q das Gewicht der Wagschale links, 

W das der Wagschale rechts, 
{W'^P)hcosß = Qaco8(a-'ß). 
Durch Elimination yon W: 
Phco3ß=:Qasmasinß 
Ph 
^^ Q^asma 

Zu 22. (Fig. 38.) Ist Q das Gewicht eines Stabs, N der Gegen- 
druck des Zylinders nnd H der Druck im Gelenk von einem Stab gegen 
den andern, so hat man: 

q^Nsine^O , H—NcosO — O, 

worans: 

rcotd=:ilsiffi^ rcoS'&=ilsin^^. 

Setzt man: — = - , so erhält man: 
sm^^-^msviffi^ — m = 0. 

Eeoh, Aufgaben ans der Mechanik. 2. Aufl. 
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n. Gleichgewicht in der Ebene. 




Zu 23. (Fig. 39.) 

P(r — dsinq)) =:Qdsinq) 

Pr 



stnqf = 



(P-^Q)d' 



Zu 24. (Fig. 40.) 

Qbsin^=:Q'lsincp , r = hsin('&'i-q)); 
aus der letzten Gleichung folgt: 



cot((p 



*)=/5-i; 



da aber 




smq) 



^^ ^ siwdstw((p4-^) 

so ergiebt sich durch Elimination von qp: 



und 



ob b 
cot(q)-he) = cotd^^ — 



cot-^^. 



Qb^ 



/i^. 




Die Wurzel ist positiv, da (qp + d) stets spitz ist. 

Zu 25. (Fig. 41.) 

Die drei Kugeln seien gleich gross. 

Q = 2Ncosß , Scosa = Q -h Ncosß 
Ssina = JVsinßj 
woraus: 

Scosa^ d Ncosß 



Fi,.a. 





Zu 26. (Fig. 42.) 
T=Ssmez=:.8'sme' 

Q=Scos^ Q'=:8'C0S& 

d (sec ^'hsec^')'hX — 

d(tg^H'tg&') = l 



n. Gleichgewicht in der Ebene. 
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Zn 27. (Fig. 43.) 

P 

^cos^^Fsma C08^ = —sina 

üsszPcosa — Qsind^ 

= Pcosa — Vq^—P^sm^a. 

Zu 28. (Fig. 44.) 

Q — Psina — Bcosa — F=0 

Pcosa — JRsina = 
Qlcosip — F.2?co5qp = 



woraus: F=-s-Q 

P ma -+- Bcosa = "ö* Q» 
aber: Pco5a — JRsma = 0, 

also: Prrr-g-Qwna E^-^Qcosa. 

Zu 29. (Fig. 45.) 

Q^Tcostt-hTcosß 
Tsma^=T*sinß 
hsinß = a8ina 
(als Projektionen von l auf die Horizontale). 

Daraus folgt: Th = T'a. 

Q = T (cosa 4- — cö5(J) 



fif.U 





nun ist: 
also: 



somit: 



'-=^=^a'^eos^a'hh^cos^ß'h2abcosacosß, 
4?2 = a« -4- 6* — 2 aft (cö5«co5i8 — 5«wamjJ), 

4?* -H ^ = 2«« + 2&a — a8m«a-52majS 

-h2a6mamj3. 
In diesem Ausdruck sind die 3 letzten Glieder 

(asina — 6m/J)8 = 0, 



8/x2 






= 2a2 + 2&a 



T = 



aQ 



V2ä«"-+-26«4-4^ 



6Q 



^ ■^y2a8 + 2&2-4?2' 
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IL Gleickgewi<^ m der Ebene, 



Zu 80, (Fig. 46.) 

Vertikale Componenten: 
q = Neos (450 _ ^) ^_ j^ eo9{4b^'¥-d)i 

Horizontale Componenten: 
= i\r5in(450 - ^) — iV'5*«(450 H-^), 

woraus: 
N=Qsin{^b^-h&) , i>r = Qi»n(450— ^). 
Drehung um 0, Fusspunkt der HOhe: 

Q.-g-Äm^H-Jv|acö5(450 — ^)— — I 

-f^'{-a5in(450 — ^)H. Aj,=^(K 




Setzt man die Werte von N und N* ein und ersetzt 



5in45o oder cos45^ so folgt: 

a cos O = -q" ä. 



V2 



durch 



asin2^ ^ -ö-ham^ y 



Zu 81. (Fig. 47.) Sind a^ ^^ und o^ 2)|^ die Koordinaten der Be- 
rührungspunkte der Zap&n mit dem elliptischen 
Brett für die Ellipsenaxen als Eoordinatenaxen, so 
sind die Glächungen der Novsialen, längs welcher 
die Drücke wirken: 




ß" 
h 



„2 -<hh\ßii „i) 



« a2y_ r / J LV 

Ihr Dnrcluohnitt. habe die Koordiaates | nnd 17, dann igt: 

1; = «a&i 62 (Ol — Oa) ^-^ — -^j. 

Verbindet man diesen Punkt mit dem Schwerpunkt, dem Mittel- 
punkt der Ellipse) so erhält man: 

1? _ ä^b^ &a(^ —^ ) 



IL Gleidhgewicfat in der übene. 
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Die €Heiohiuig der iioiizontiden Sehne ist: 

und diese isfc senkrecht anf 4er vorhergehenden Gheradeiii, wenn: 

In diesem Fall ist also der Schnittpunkt der Normalen auf der 
Senkrechten vom Mittelpunkt der Ellipse zur Sehne oder anf der Ter- 
iikalen dnrch den Mittelpunkt, weil die Sehne horizontal «ein soU^ 
d. h. anf der Geraden Q, welche das Gewicht des Bretts vorstellt; es 
l3esteht Gleichgewicht, weil Q nnd die Kormalen dnrch einen Pnnkt 
gehen. 

Jene Gleichung ist aher Bedingung dafSr, dass die Halbmesser 
zu den Enden der Sehne unter 
«ich koigugiert seien. 

Zu 32. (Fig. 48.) 
Q = Ncosa + N* sina, 
O^Nsina — N'cosa 

n\ a cos (a-^d) — ö- ä sin (a -h ^) j = 

N'=Qco8a 




woraus folgt: 
aco8aco8(a 



<&) — a$inasin(a -+- ^) = -Q-hco8a8in{a + ^) — 

-Q-Ä«ina 005 (a -+- ^) 



acos(2a4-^) 



z=-^h8ine 



aco82a — a8in2atg^= -^htg^ 

aco82a 



tga= 



a8in2a'ir -g-Ä 



Zu 33. (Fig. 49.) 

Die vertikalen Gomponen- 
ten geben: 

q = NC08a -h N* C08a*. 

Die horizontalen Compo- 
nenten: 
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n. Gleichgewicht in der Ebene. 



Ist d die halbe Diagonale, so hat man für Drehung um die 
Mitte des Quadrats, da 45^ — a + ^ und 45<> — a' + ^ die Winkel der 
Diagonalen mit iV' nnd N' sind: 

Ndsin{4b^ H- « -+- ^) = JV (?«i»(450 — a'^-^) 
oder: 

iv|cos.(a H-^) — Äi» (a + ^) I == i>r I Cö5(a'--^)--sin(a'---^) i 

nnd da N und N' sich wie 9ina' nnd sina verhalten: 

8inacos(a + d) — sin a^ sin (a-+-^)=^ sina cos (a! — &) 

— sinasin(a' — &} 

sin a' cosa — sina' sin atg-d — sina' sina — sina' cosatg^ 

^sinacosci -^svnasinatg^ — smasinni -h sina cos a'tg& 

nnd daraus: 
sin(a' —a) = tg^\2sinasina' -4- m (a -f- «') |. 

Zu 34. (Fig. 50.) 

Fif. 50, Vertikale Componenten: Q=:Nsine-h N* cos^d^ 

Horizontale Componenten: 0=NcoS'd'—N'sin-^^ 




woraus, da: FM= 



Drehung um M: 
2p 



N.FM=z(l-^lsin^ 



- . - und qsvn-^^=iNcos-^d^ ist: 






=^-^lsvn& 



und daraus: 



ptg-^^^^lsin-^^cos-^&cos^-^d^ 

p=^l cos^ -«- ^. 

Zu 35. (Fig. 51.) Man hat 

^j5/. 8cos-^&'=P'sin^' und iSÄiw^"^ 




= PcoÄ-2 il?, 



also: 



P:P'z=tg-^e:cot-^^\ 



n. Gleichgewicht in der Ebene. 
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Nnn ist: 



^ 1 -hcös^ -^ ^ 2 



und sonach: 



p sin <& 1 



PiP'^ry- 



also: 



Zu 36. (Fig. 52.) 

P cos-^ ^ = P' cos -^ ^' 



p2— ?_--p'2 ^ 




f/yÄ. 



o; 



i?+« 



r » 



i)H-aj i?H-aj'* 



Zu 37. (Fig. 53.) 

Ist qp -Mp = a, 

fio folgt: 




Yij5\ 



P + Pi " sm\p-\-smqi 



t9 



ip^.cp 



tg-^ 



Zu 38. (Fig. 54.) 

Der Schwerpunkt von 
QQ' und Q'' muss vertikal 
unter der Axe des Haupt- 
zylinders liegen. Also Dreh- 
ung um 0: 

Qrsin(a'h^)'hQ'r'sm& 
==Q"f"sin(a" — S\ 

woraus: 

— Qrsina-hQ"r"sina!' 
^ Qrcosa 4- QV -h Q"r"cosa" ' 
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n. Gleichgewicht in der Ebene. 



Za 39. (Fig. 65.) 



M 




'i 



biert, so verh&lt sich: 
Zu 40. (Fig. 56.) 



Die zwei Spannnngen 8 sind 
gleich, da der Faden über eine 
Bolle geht. Also halbiert ihre 
5^^ Besnltante den Winkel am Anf- 
hängepnnkt, sie geht aber durch 
den Schwerpunkt beider Kugeln, 
teilt also (r + /) im Verhältnis 
Q' zu Q und da sie den r-hr" 
gegenüberliegenden Winkel hal- 




vorher. 



d:d'=:Q:Q'. 



Das Gewicht der Kette, soweit sie auf 
dem Halbmesser liegt, ist proportional mit r, 
die Componente längs des Halbmessers rsina. 
Das Gewicht eines Bogenelements ist ds, Com- 
ponente längs der Tangente ds cosq) z=: dy. 
Also Summe aller Gomponenten r sin a , wie 



Zu 41. (Fig. 67.) 




Man drehe den Kegel mit seiner Basis 
um einen sehr kleinen Winkel g) , so dass der 
Berührungspunkt mit dem Paraboloid in einer 
Yertikalebene den Bogen Qcp zurücklegt. (Der 
Punkt F sei Krümmungsmittelpunkt im Ab- 
stand p vom Scheitel.) Von diesem aus ge- 
rechnet ist vor der Drehung g-h-jh die Höhe 
des Schwerpunkts des Kegels über F. Nach der Drehung ist dieser 
Abstand gcosip-hQipsintp'h-jhcosip. Der Schwerpunkt des Kegels 
hebt sich bei der Drehung, wenn für sehr kleine q>: 

— ^^<P^H-e<P^— 8^<P^>^ öd«' Ä<4^ 

und da g gleich dem Parameter p , so muss h<^4:p sein für stabiles 
Gleichgewicht. 



n. Gleichgewicht in der Ehene. 
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Zu 42. (Fig. 58.) 

Der gemeinschaftliche Schwer- 
punkt müss in die Halbkugel fallen. 



3 
woraus: 



hr^n.-rh<C-^r^7t ,-ör, 



8 



T^Ä2<-7-r2 oder h^<Sr^. 

1^ 4 




Fi.. 59 




Zu 43. (Fig. 59). 

Der Ort der kleinen Bolle ist eine 
Ellipse und ihr tiefster Punkt. Ein 
mit CO beschriebener Kreis fällt ganz 
innerhalb der Ellipse, weil CO kleiner 
ist als der Krümmungshalbmesser. 

Wenn also AB oder, was auf 
dasselbe hinaus kommt, C eine andere 
Lage annimmt, so tritt in die Ellipse, 
ÄO-hOB wird <Z, wenn dies die Länge des Fadens ist, oder um- 
gekehrt: wenn ÄO-hOBz=l bleiben soll, so wird CO grösser, d.h. 
das Gewicht sinkt; das Gleichgewicht ist labil. 

Zu 44. Da die Gegendrücke durch den Mittelpunkt des Kreises 
gehen müssen, so muss die Verbindungslinie des Mittelpunkts mit dem 
Schwerpunkt des Dreiecks in einer vertikalen Ebene liegen, auf dem 
am meisten geneigten Durchmesser des Kreises. 

Zu 45. (Fig. 60.) Die feste Linie sei Axe 
r, l die halbe Lange des Stabs zwischen Y und 
X, a die Länge vom Schwerpunkt (auf X) bis 
zum Berührungspunkt, qo der Winkel der Normale 
in diesem mit X. 

Dann ist: 

N-hN*cosq) = 

Qa&incp — N(l--ha)cosqf = 

woraus: 

Qco8q> H- Nsinq) = 
Q — iV'5m(p = 

asinq}'\-(l-ha) cos <p c<dg (p = 
a(tgq) -+■ cotgqi) h- Icotgq) = 0. 
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n. Gleichgewicht in der Ebene. 



Sind 0^^ die Koordinaten des Bertihrnngspnnkts, so folgt: 

nnd durch Elimination von a: 

x=: lsin^(f. 

Nun ist: 

d« X 



d 



z=.dx y ; — y= — i} — X) -h Const. 



\ 



X 



Setzt man die Constante gleich Null, so ist: 

y + X = * . 

Die Gleichung der Astroide. 



Zu 46. (Fig. 61.) 

Q-^Ncosy — N' smqt 
Nsiny-^N' costp 



] Qcos(fi-^' N€Os{y — (p) = 



= I 
= f 



Qsmy — N' cos(y -h q}) = 



Qlco8a=^N\2lco8(a-^y) 

cosq) 



cosa = 2 



cos (y + qp) 



cos(«4-y) oder t(p = 2tga. 



I» 



Femer, wenn a;, ^ die Koordinaten des Stutzpunkts des Stabes 
auf der Kurve sind: 

xsiny — ycosy — 2lsin(a'hy)^:=0. 

Da der Schwerpunkt des Stabs stets auf einer 

hg.bl Horizontalen ist, so wird die Kurve von einem Punkt 

r einer Geraden beschrieben von der Länge l, deren 

eines Ende auf der festen Geraden, das andere auf 

X jener Horizontalen sich bewegt. Jeder Punkt dieser 

Geraden beschreibt eine Ellipse, wenn die Geraden 

-^ senkrecht aufeinander stehen, nach einem bekannten 

Satz. Analytisch hat man für den besondem Fall, 

dass 7 = 90^ ist: 

x=:2lcosa tgcp -^2tga=^0 , und damit: 
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dx 
dy 



2- , also: 



xdx 



X 



ViP — x^ 



= 2c?y, 



OJ' 



.2 



y4F:r^=2y , Jp^.^ = l. 



Zu 47. (Fig. 62.) 

q—Ncosa — N'sm(p=^^ \ Q€OS(f} — Ncos{a-i-(p) = 

\ cos (jp 

JVsina-^N*cos<p:=^0 | Icosa — (^ + Q cq5 (« 4- y) "^ 




Ferner: a? = (a + 0^05« » fesi»y = (a-4-Z)5i»a H-y. 

Aas der obigen Gleichung: J 

lco$a{cosacos(f)^sinasinq})'- 

(a-hOco«<]p5=0, 

wenn {a'^T)=ir ist: 

lco8'^a — lsinacosatg(f-'r = 0. 

Da nnn: 

da? 
x=zrcosa hsmy-^y=zrsma , '^^ = ""j^» 

SO giebt die letzte Gleichung: 

drcosa — rsinada ^ 

a y 5WJ a — r cos ad a 

woraus: 

{l — r)da— drtga=^0 

da dr 
tga^l — r 

Durch Integration: 
logsina = — log{l — r) oder %««« 4- log{l — r) 
{l — r)sina^ C l -^ r =• C cosec a 
und für qp = 90 — «: 

Z — r = Csec ()p r = iJ — (7scc . qp, 
was die Gleichung einer Conchoide ist. 



=zconst. 



44 HL Gleichgewicht im Baum. 

IIL Gleichgewicht im Raum. 

1) Wenn ^in Körper um eine fegte Axe Z drehbar ist, and anf 
ihn eine Kraft einwirkt, so zerlege man diese parallel nnd senkrecht 
zur Axe. Die parallele Gomponente wS-d die Axe zn verschieben suchen, 
also da sie fest ist, einen Druck anf die Lager ausüben. Die senk- 
rechte Gomponente wird eine Drehung um die Axe hervorzubringen 
suchen, deren Mass das Moment der Kraft ist, d. h. ihre zur Axe senk- 
rechte Gomponente multipliziert mit dem kürzesten Abstand der Kraft 
von der Axe. 

Wirken mehrere Kräfte, so denke man sich die Angriffspunkte 
in eine zur Axe senkrechte Ebene XF verlegt und dann alle Kräfte 
parallel und senkrecht zur Axe Z zerlegt; die ersten Gomponenten werden 
die Axe Z zu verschieben, die zweiten eine Drehung um die Axe Z 
hervorzubringen suchen. Der Druck auf die Axe ist gleich der alge- 
braischen Summe der parallelen Gomponenten, und Drehung findet nicht 
statt, wenn die algebraische Summe der Momente der zur Axe Z senk- 
rechten Gomponenten Null ist. 

2) Findet noch um eine zweite Axe X, welche die erste Z schnei- 
det, keine Drehung statt, so muss der zu Z parallele Druck die zweite 
Axe X schneiden und wenn auch keine Drehung um eine dritte Axe 
Y durch den Schnittpunkt beider ersten, so kann jener Druck nur 
mit der Axe Z zusammenfallen. 

Findet also um 3 Axen X T Z keine Drehung statt, so können 
bloss noch Drücke in der Richtung von Z und senkrecht zu Z durch 
den Ursprung stattfinden. Diese letztem sind aber die Summe der 
Gomponenten nach X und F. 

Gleichgewicht hat man daher, wenn um die drei Axen keine 
Drehung stattfindet und die Gomponentensummen der Kräfte parallel 
mit den drei Axen Null sind. 

Also analytisch ausgedrückt 6 Bedingungen: 

2'.(PcöSa) = 2:. (P cos j3) = r.(Pco5y) = 
ZP(ycosy — 0COsß) = S ,F .(zcosa — xcosy) = 

Ein Kräftesystem lässt sich auf unendlich viele Arten auf eine 
Kraft und ein Kräftepaar oder auf zwei Kräfte mit gegenseitig wind- 
schiefen Wirkungslinien reduzieren. 

Zwei Kräftepaare in zwei parallelen, fest mit einander verbun- 
denen Ebenen mit numerisch gleichen aber entgegengesetzten Momenten 
halten sich das Gleichgewicht; ein Kräftepaar kann ohne Änderung 
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seiner statischen Wirkung in eine zu seiner Ebene parallele verpflanzt 
und in jeder beliebigen Weise abgeändert werden, welche nur sein 
Moment unrerändert lässt. Die statische Wirkung eines Paars wird 
durch seine M^mentaxe vollständig dargestellt (Perpendikel auf der 
Ebene des Paars, nach der Seite des Baums gerichtet, von welcher aus 
der Sinn ä&c Drehung mit dem der ührenzeigerdrehung übereinstimmt); 
beliebige Paare können zu einem einzigen Paar zusammengesetzt wer- 
den, wenn man ihre von einem Punkte aus konstruierten Momentaxen 
wie Kräfte mittelst des Kräfteparallelogramms zusammensetzt; umge- 
kehrt kann ein Paar in koii4>onierende Paare zerlegt werden. 

Aufgaben. 

1. Wenn drei Kräfte auf einen Punkt wirken, so geht ihre Be- 
sultante durch den Schwerpunkt des Dreiecks, welches durch die Enden 
der die Kräfte vorstellenden Geraden gebildet wird und ist dreimal so 
gross, als die Entfernung des Schwerpunkts vom gemeinschaftlichen 
Angiiffopunkt. 

2. Bad an der Welle. Wann findet Gleichgewicht statt und 
was sind die Drucke auf die Lager? 

Ist r der Halbmesser der Welle, R der des Bads, die Last Q 
vertikal, die Kraft P in einer Yertikalebene mit der Yertikalneigang 
a und wird die Welle von der Länge l durch die Last und das Bad 
in die drei Teile a, &, c geteilt, so ist: 

und die Yertikaldrücke in den Lagern sind: 

C -y -+- Pco8 a — -z — und: Q — ^ \- Peosa -r-. 

Die Horizontaldrucke sind: 

Psina-^r und: Pma 



i — r • 

3. Auf einen in drei Punkten unterstützten Körper wirkt ein 
Druck; wie verteilt sich derselbe auf die drei Punkte? 

Verlegt man den Augriffspankt des Drucks in die Ebene der drei 
Punkte, so verhalten sich der gegebene Druck und dessen Compo- 
nente in einem der drei Punkte, umgekehrt wie die Entfernungen 
ihrer Angriffspunkte von der VerbindungeHnie der zwei andern Punkte. 
FäUt der Angriffspunkt des Drucks ausserhalb des Dreiecks, so er- 
leiden die Eckpunkte des Baums , in welchen der Punkt fäUt, wenn 
man die Seiten, des Dreiecke unbestimmt verlängert, Drücke im Sinne 
des gegebenen Drucks^ die übrigen im entgegengesetzten Sinne. 



46 ^* Gleichgewicht im Baum. 

4. Wie verteilt Edch ein vertikaler Druck anf vier Federn, welche 
die Eckpunkte eines horizontalen Rechtecks bilden? Angenommen wird, 
dass der Widerstand der Federn ihrer Längenftndernng proportional ist 
und dass diese als unendlich klein betrachtet werden l^n. 

Ist l die Länge, h die Breite des Rechtecks nnd sind (x, y) die 
Coordinaten des Angrififspunkts des Drucks Q für zwei den Seiten 
des Becktecks parallele Axen durch seine Mitte, so sind die Drücke: 

Jede der vier möglichen Kombinationen der Zeichen entspricht 
einer Ecke. 

Wann erleiden alle Federn Drücke im Sinne des gegebenen, wann 
nur drei? 

5. Wie verteilt sich ein vertikaler Drack anf sechs Federn, von 
denen vier die Ecken eines horizontalen Rechtecks, die zwei andern die 
Mitten der langen Seiten des Rechtecks bilden? 

Bei derselben Bezeichnung wie eben ergeben sich die Drücke auf 
die vier ersten Ecken: 

auf die zwei letzteren: 



'«(.±i)- 



5 b. Ein starker schwerer Stab wird horizontal anf drei federnde 
Stützen aufgelegt, die sich proportional der auf sie entfallenden Last 
zusammen drücken. Welche Lage wird der Stab annehmen, wenn die 
Abstände der Stutzen ungleich sind? Nur geringe Abweichung von 
der horizontalen Lage ist vorausgesetzt. (W. C.) 

6. Ein schweres Dreieck wird in eine Hohlkugel gelegt. Was 
ist seine Gleichgewichtslage? 

Der Schwerpunkt muss vertikal unter dem Mittelpunkt liegen, 
die Tiefe desselben unter dem Mittelpunkt ist: 



V' 



r« — y (a« -f- 6« -+- c«), 



wo a, 6, c die Seiten sind. Die Gegendrücke in den Ecken sind gleich. 

7. Drei Kugeln von verschiedener Grösse werden in eine Hohl- 
kugel gelegt. Welche Lage nehmen die Kugeln ein? 

Die Mittelpunkte bilden ein Dreieck von bekannter Gestalt. Der 
Gesamtschwerpunkt der drei Kugeln muss vertikal unter den Mittel- 
punkt der Hohlkugel fallen. Bestimmt man die Lage dieses Punkts 
iu jenem Dreieck, so ist die Aufgabe gelöst. 



ni. Gleichgewicht im Baum. 
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8. Die Angeln einer Thüre sind nicht in einer Vertikalen; wel- 
ches Moment um die Axe ist nötig, um die Thüre offen zu erhalten? 

Die Lösung wird am einfachsten, wenn man die Axe der Thüre 
als eine Coordinatenaxe , die vertikale Ebene durch die Axe als eine 
Coordinatenebene nimmt. Bildet die Thüre den Winkel qp mit der 
letztem Ebene und ist ö der Winkel der Thüraxe mit der Vertikalen, 
h die Entfernung des Schwerpunkts von der Axe der Thüre und Q 
das Gewicht, so ist das gesuchte Moment: 

QA^indsin qp. 

9. Thürschliesser. Ein Stab stützt sich gegen den Boden und 
gegen die Thüre und hebt dieselbe beim Öffnen. Welches Moment ist 
nötig, um die Thüre festzuhalten? 

Die geschlossene Thüre falle in die Ebene der x e, die Drehaxe sei 
vertikal und Axe der Zj der Boden Ebene der x y. Die Stützpunkte 
des Stabs seien auf dem Boden: x = — a und y = o und an der 
Thüre: a; = -f- a und z = 1, Wird jetzt die Thüre um den Winkel 
go gedreht, so ist das zum Gleichgewicht nötige Moment: 

^ Yh^ H- 4 a2 sin i qp« 

10. Eine halbkreisförmige Scheibe vom Halbmesser a und dem 
Gewicht Q ist in einer Vertikalebene um ihren Scheitel drehbar. Vom 
Scheitel geht über den einen Quadranten ein Faden, der am andern 
Ende ein Gewicht Q' trägt. Was ist die Gleichgewichtslage und der 
Druck auf den Drehpunkt? (Fig. 71c.) (C. W. Baur.) 
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11. Eine halbkreisförmige Klappe vom (rewicht Q dreht sich um 
zwei in den Endpunkten des Ereisdurchmessers angebrachte Angeln 
um eine horizontale Axe DD'. In einem Umfiangspunkt K, welcher 
von dem Endpunkt des Durchmessers um einen Bogen von a Graden 
absteht, greift senkrecht zur Ebene der Klappe eine Kraft K an. Wie 
gross muss diese sein, wenn sie die Klappe unter der Horizontalneigung 
b im Gleichgewicht erhalten soll, und was für Drücke (X FZ und 
T F Z') entstehen in den Angeln? (Fig. 71b.) (C. W. Baur.) 
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Anflösnngen. 

Zu 1. Es seien OA, OB.OC^e drei Kräfte, OD die BestQtante. 
Die Ebene OÄDgihi durch die Diagonale des Parallelogramms OB CD, 
halbiert also BC. Ebenso geht Ebene OBD durch c^ Gerade von 
B zur Mitte von AO. Also geht der Schnitt beider Ebenen oder die 
Diagonale des Parallelepipeds durch den Schwerpunkt des Dreiecks 
ABC. 

Ist femer OE die Diagonale yon OB und OC, so wird diese 
vom Dreieck ABC ia F halbiert, und AF schneidet yon OD ein 
Drittel ab, wie sich ergiebt, wenn man J5J6^|| J.Fzieht, also schneidet 
das Dreieck ABC von OD ein Drittel ab. 



Zu 2. (Fig. 63.) 



t 



^rf^ 



to 



also: 



Z=X' = r=- 



Componenten parallel X: 
X-hX'=zO 
l parallel Y: 

parallel Z: 
Z-hZ'—Pcosa—Q'hO 
^ Drehung um X: 

y PR^q.r 

um F: 
Z' Z — Q (6-+-C) — Pcö^a.c 

um Z: 
Y'l'^Psma.c=zO, 



Bsma — ^ — Z=Pcosa 



=0 



l 



T==-^Psina 



l 



l 



Z* = q—:i hPcosa^i-. 



l 



l 




Zu 3. (Fig. 64.) Pj Pg Ps seien die 
Drücke in den Ecken ABC, p, q, r die Senk- 
rechten vom Angriffspunkt des Drucks Q auf 
die Seiten und h^ h^ h^ die Höhen des Drei- 
ecks ABC von A, B und C aus. 
0=Pi + P2-»--P8- 
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Drehiuig nm AB 
BC 
CA 






woraus: Pj =:^v-, 
I «1 



^^ = «fe 



Ps = <l 



V 



p Q r 
also darch Elimination der Kräfte: -7- -^ i— -*- ^;— = 1. 



h h 



1 



Zu 4. (Fig. 65.) Die Höhe der Federn in den Ecken is^ z^ ^3 ^4» 
A; sei der Coefficient des Niederdrückens. Man hat n tc 

far die Summe aller Drücke: 

Moment um h\ 
^lc{Zy^ -^ z^)l -^Tcijs^^ z^l=iQx 
Moment nm l: 
k {z^ -^Z2)b — k (^8 H- ^^) 6 = Qy 

Bedingung, dass die niedergedrückten Punkte in einer Ebene 
bleiben : 

^1 ■+ -^3 = ^2 "^ ^4» 

Daraus folgt: 

i 
k 




^l-»-^2-+-^3-^^4 = 



Q X 

— -01 -f- £^2 H- ^3 — -2^4 = y y 



-2^1— ^2 ^- ^3 — ^4 = ö- 

Zieht man jede Gleichung von der Summe der andern ab, so folgt: 



4., = |fl-4-t 



Ä; 



? 



Zu 5. (Fig. 66.) Man hat wie , 
in der letzten Aufgabe: 



Ti§M 



Z^ 



Z. 



Zo — - Za 



^ -Sl 




Zech Aufgaben ans der Mechanik. 2. Aufl. 
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Q y 

^1 ■+- ^2 ^- ^3 ~ -^4 — -2^5 — -^6 = -y y 
^1 — 2 ^2 ■^" ^3 =0 



Also: 



t, _ ^1 "^ ^3 - — fiJJlfe 

^2—2 ^5—2 



und durch Elimination von z^^ nnd ;e^5 ergeben die andern Gleichungen : 

2 Q 



SS^ -h 0o -h 0j -^ Zr =. 



^1 -r »3 -1- *4 -T- Ä-e — g ^ 

<2 a; 



^1 "" ^3 ~ ^4 "^ ^6 — "■ l(. l 
^1-^ ^3 — -^4—^6- 3 Ä fe 



^1— -STg-f'-e^^— ^6 = 0, 
flninit * 



^1- 6 Ä 



1 ö f, . y I 1 ö 



•.=tt('*|-| '.=ll|'-i) 



^»- 6 Ä 



lö(, 3«,y^ l^j, 3« 



i^-^TT + T/ *'' = TT\^-TT TT 

Zu 6. Ausser dem Gewicht Q des Dreiecks hat man drei Gegen- 
drücke, die durch den Mittelpunkt der Kugel gehen, also muss auch 
Q durch diesen Punkt gehen. 

Sind Ni N2 iVg die Gegendrücke, Xi y^ z^ , x^ y^ z^ und ajg y^ z^ 
die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks, r der Kugelhalbmesser, 
so ist: 



Nl 


r 


■*-Ni 


r 


+ ^■3 


r 


= 


^I 


r 


+ N2 


r 


+ iN^8 


r 


= 


A'i 


«1 
r 


+ Ni 


«2 

r 


+ ^•3 


H 
r 


= «. 



woraus: 



— Q*'(y2^3— ^2^3)}- 
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Bezeichnen 1. 2. 3. die Ecken des Dreiecks, so ist der Coefficient 
yon Ni der sechsfache Inhalt der Pyramide 0. 1. 2. 3., der Coefficient 
von Q der doppelte Inhalt der Horizontalprojektion der Seite 0. 2. 3. 
Da aber der Schwerpunkt der Basis vertikal unter liegt, so sind die 
Horizontalprojektionen der drei Seiten gleich, als Projektionen gleicher 
Dreiecke (der Dreiecke, in welche die Basis durch* die Schwerlinien ge- 
teilt wird). Folglich sind alle N gleich. 

Der Abstand 08 des Schwerpunkts des Dreiecks ist nach (1.) 
gleich dem dritten Teil der Besultante aus den drei Kräften N oder 
gleich dem Abstand von vom Schwerpunkt des Dreiecks der End- 
punkte der Drücke N, welche mit ihren Angriffspunkten nach ver- 
legt sind parallel zur wirklichen Lage. OS ist also die Gerade von 
der Spitze einer gleichkantigen dreiseitigen Pyramide zum Schwerpunkt 
der gegenüberliegenden Basis. 

Um diesen AJ)stand zu bestimmen, benützt man den Satz der 
Planimetrie, dass in einem Dreieck mit den Seiten a, &, c eine Trans- 
versale t von der Ecke (a, b), welche c im Yerhältnis m:n teilt 
(m + n=l), die Gleichung gilt: 

fl :=:mä^ -h nb^ — mnc^ (nc an b, mc an a anliegend (Fig. 69.) 

Die drei Kanten der Pyramide sind die 
Halbmesser der Hohlkugel, sie seien r. 8 sei y^/ \ '^' 

der Schwerpunkt des Dreiecks (a, b, e). Dann 
wende man den Satz auf das Dreieck durch 
08, eine Kante r und die Höhe h der gegen- ^ig^^O. 
uberliegenden Seite der Pyramide an. H. 

Man hat: / 

2 12 «^— 

wenn s die Länge der Schwerlinie zum Fuss- ^ 

punkt von h. 

Es ist aber Ifi^^r'^ — r^a^ und s^ (nachdem obigen Satz): 




2^2 4 

also: 

^ «^ «2 + 62 
0^2 = ^2 — 



9 

Zu 7. ^ig. 70.) Das Dreieck, welches die Mittelpunkte der 
Kugeln bilden, hat die Seiten ^i-f-rg, r^-^r^ und r^-^r^^ in den 
Ecken greifen die Gewichte der Kugeln g^ ^2 ^s ^^^ ^^^ Abstände ihrer 
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Angriffspunkte von sind B — r,, JK — rg und E — rg. OS gehe durch 
den Schwerpunkt 8 der drei Kugeln, OB durch den Schwerpunkt B 
von ^2 ^^^ $3* I^&un ist nach dem Satz der letzten Nummer: 



0J?2=(i?— r2)2 



und 



ff2 + «'s «2 -»- ^8 



(Ä-ro)«« 



(ä'2 -♦- ffs) 



2 (»"2 + '•3) 



2 



ÖS2 = 



?1 



_(^^,^)2^_J^±i8_^^2„^(i2±g8) ^ 

WO c die Schwerlinie der Basis durch ^] ; man hat also nach der 
früheren Formel: 



.2 — 



^2 



(ri+r2)2 



^8 



Setzt man die Werte von OB^ und c* in den von OS^, so er- 
giebt sich: 

Äi -^ ft H- ffs 
_ g l g2 (^1 -»• ^2)^ -+• g2 g8 (^2 + »"s)^ -^ g8 gl (^8 + n)' ^ 

(gl -*- g2 •+• gs)^ 

Zu 8. (Fig. 70 b.) Qcosö ist parallel Z. 
Qsind senkrecht Zund parallel ZXy weil diese 
Ebene vertikal ist. Das Moment ist sonach 
Qsmöhsinqi. 

Zu 9. (Fig. 71.) Zur Bestimmung von Ä, 
dem Drucke des Stabs auf die Thüre, nehme 
man die Gleichheit der vertikalen Komponenten: 

Q='8sinay 

wenn a die Horizontalneigung von 5 oder l ist. 
Aber es ist: 

2acos-^qf 




cosa=^ 



also: 



8 = 



l 



yi^^4:a^cos^-Yq> 



und Moment von 'S: 



8 cos a a stn -;^ q) = 



Qa^ sin<p 



yh^-^-ia^sin^Y^ 
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aber: l^ = }ß-^^a^ 



also das Moment von 8\ 



y b^'h4a^sin^-Y(P 



ULK Grundsatz der virtuellen Verschiebungen. 

1) Die Lage eines starren Körpers ist bestimmt, wenn die Lage 
dreier seiner Punkte, die nicht in gerader Linie liegen, gegeben ist, 
z. B. ABC. Erhält der Körper eine andere Lage, so dass ABC nach 
A' B' C kommt, so kann man von der einen Lage zn der andern 
immer durch eine Verschiebung (Translation) und eine Drehung (Bota- 
tion) übergehen. 

Man kann das Dreieck jederzeit gleichschenklig annehmen, z. B. 
AC = BC. Man verschiebe es parallel, bis C mit C zusammenfällt, 
A sei dann nach A*' und B nach B" gekommen. Jetzt liegen A' B' 
und A" B" auf einer Kugeloberflache, deren Mittelpunkt C ist. Dreht 
man die Kugeloberfläche um einen Durchmesser, welcher der Schnitt 
der Mittellotebenen von A' A" vaiäB'B" ist, so kommt A" B" auf 
A' B^ zu liegen, wenn A'' mit A' zusammenfällt. Denn trifft jener 
Durchmesser die Kugeloberflftche in 2>, so ist das sphärische Dreieck 
DA' B' kongruent i>^''i?", weil die drei Seiten gleich sind. Kommt 
also D'A" auf DA' zu liegen, so kommt auch BB" auf DB'. 

Jede beliebige Ortsveränderung eines starren Körpers kann man 
also durch eine Parallelyerschiebung und eine Drehung hervorbringen 
und dies auf die verschiedenste Weise, da man ABC beliebig wählen 
kann und ebenso CC\ 

2) Jede Parallelverschiebung kann man ersetzen durch 3 Ver- 
schiebungen parallel mit den Koordinatenaxen und jede unendlich kleine 
Drehung um eine Axe durch den Ursprung durch 3 Drehungen um 
die Koordinatenaxen. 

Positiv heisst die Drehung um eine Axe, wenn der Beobachter 
sich in die Axe gestellt denkt, so dass die positive Bichtung von den 
Füssen znm Kopf geht, und die Drehung ihm im Sinn des Zeigers 
einer Uhr vor sich geht. Wird der Punkt M mit den Koordinaten 
a, hy c gedreht um X, um JT und dann um Z und zwar der Beihe 
nach um die kleinen Winkel coxy <% und <»«, so sind die Koordinaten- 
Änderungen: ftoo« — cooy caox — ökö» aooy — 600«. 

Findet dagegen Drehung um eine Axe durch den Ursprung statt 
nm den kleinen Winkel 00, so beschreibt M einen Weg Doo, wenn B 
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seine Entfernnng von der Axe ist. Dieser Weg steht senkrecht anf 
der Ebene durch M nnd die Axe, deren Gleichung ist: 

(bcosy — ccosß)u + (ccosa — acosy) v -h {acosß--})cosa)w = 0, 

wenn a |? / die Winkel der Drebaxe mit den Koordinatenaxen sind. 
Weil 
2)2 -= (bcosy — ceosß)^ -i- (ccosa — acosy)'^ -+- {acosß^hcosa)^ 

ist, so bildet eine Senkrechte zn der Ebene dnrch M and die Axe Winkel 
mit den Axen, deren Cosinus sind: 

-jrificosy — ccosß) , -jr{ccosa — acosy) , -jr{acosß^hcosa). 

Also sind die Projektionen des Wegs Dia auf die drei Axen: 

{hcosy — ccosß)<o , {ccosa — acosy)(o , (acosß — bcosa)io. 

Diese Projektionen sind aber identisch mit den Projektionen der 
Verschiebungen ron M durch die Drehungen um die drei AxeH, wenn: 

(O cos a =^ OOx (OC0Sß=i(Oy COCOSy = OOs, 

d. h. eine Drehung um eine Axe durch den Ursprung kann ersetzt 
werden durch drei Drehungen um die Koordinatenaxen, deren Grössen 
die Projektionen der auf der Drehaxe aufgetragenen Grössen der Dreh- 
ungen für die 3 Axen sind. 

Eine ganz beliebige unendlich kleine Ortsveränderung eines Kör- 
pers erhält man sonach, wenn man ihn in beliebigem Betrag um wenig 
verschiebt parallel mit den 3 Axen und dann noch um die 3 Axen in 
beliebigem Betrag dreht. 

3) Grundsatz der virtuellen Verschiebungen. Wenn ein 
starrer Körper im Gleichgewicht ist und seine Lage um unendlich wenig 
in beliebigem Betrag ändert, so ist die Summe der Arbeiten aller 
äussern Kräfte bei dieser Verschiebung Null. Ist P eine Kraft, welche 
m X y e angreift und mit den Axen die Winkel a ß y bildet, und 
wird der Körper um öx Sy dz parallel mit den Axen verschoben und 
um die Winkel eox (Oy oo« um die Axen gedreht, so ist die Gesamt- 
verschiebung parallel mit X: 

öx -hiyiDM — ^ a)y) d tj 

also die entsprechende Arbeit von P: 

Pcosa.Öx-hJPcosa(t/(Dz — JS,(x>sf)dt 

Bildet man ebenso die Arbeiten für die Verschiebungen parallel 
T und Z, so ist die Summe aller Arbeiten : 
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SPcosa.öx'^SFcosß.dt^'hZPcosy.öz 

SPcosa{ymz — Z(x>y)dt 

SFC08ß{Z(ßa^XV)z)dt 

SP cos y{x(x>y — y (Ox)dt 
oder: 

Öjß.ZPcosa -^ Öy,ZPcosß'\'öz.EPcosy'\'<OzSP{zcosß—yCosy) 

H- aoy I!P{xCos y — zcosa)-+- oo« ZP{ycosa — x cosß). 

Dieser Ausdruck ist aber vermöge der Gleichgewichtsbedingungen 
{III. 2) der Null gleich. 

Umgekehrt: wenn bei jeder beliebigen Verschiebung, also für 
jeden Wert von öx öy Ös ooj. ooy (Oz der Ausdruck Null ist, so findet 
Gleichgewicht statt. 

4) Hat man ein System von Körpern, die im Gleichgewicht sind, 
so kann man jeden für sich betrachten , indem man die Gegendrücke 
desselben auf die Körper, mit denen er in Verbindung steht, als äussere 
Kräfte anbringt. Dann gilt der in 3. aufgestellte Satz für jeden Kör- 
per, also auch für das ganze System. Da je zwei jener Drücke gleich 
und entgegengesetzt sind, so sind bei der Verschiebung ihre Arbeiten 
gleich und entgegengesetzt, wenn nicht die Berührungspunkte im Sinne 
des Drucks verschiedene Verschiebungen erleiden, heben sich also auf. 
Folglich gilt der Satz in 3) auch für ein System von Körpern, ohne^ 
dass man die innem Kräfte zu berücksichtigen braucht. 

Beispiele: 

1) Fig. 1 — 3. Ein Stab ruht mit dem unteren Ende auf einer 
horizontalen Ebene und lehnt sich mit dem oberen gegen eine vertikale 
Wand; er wird am Umfallen ver])indert durch ^ ^ j 



einen am unteren Ende befestigten Faden, der 
über eine Bolle geht und an dem ein gegebenes 
Gewicht hängt ; was ist die Neigung des Stabs 
und wie gross sind die vorkommenden Drücke? 

Auflösung: 

Die Länge des Stabs sei 2a, das Ge- 
wicht Q, der Winkel des Stabs gegen den 
Horizont ^, das am Faden wirkende Gewicht 
P, der Druck der horizontalen Ebene auf den 
Stab .Ri, der der vertikalen B (Fig. 1*.). 

a. Denkt man sich dem Stab eine sehr 
kleine Parallelverschiebung in horizontaler 
Richtung erteilt, so dass (Fig. 2*.) jeder Punkt 
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oder 




des Stabs um die kleine Strecke dy nach der Seite verschoben wird, 
so wird, wenn die Summe der virtuellen Momente (Verschiebung mal 
Projektion der Kraft auf die Richtung der Verschiebung) gleich Null 
gesetzt wird: 

oder jB = P. 

b. Eine Parallelverschiebung Öy vertikal aufwärts giebt analog 

Ä. ^y. CÖ5 900 -f-Q.<5^. cos 1800-f-Äidy-hP.(5ycö5 90^=0 

Äi = Q. 

c. Endlich erhalte der Stab eine kleine 

Rr.S.* ^^^^^^^g" ^°i ^ (Fig. 3*.); ist dx hiebet der 
Bogen der Drehung im Kreis mit Radius 
eins , so ist die Verschiebung von C gleich 
adxy diejenige von B gleich 2a,dx; also 
wird, da die Verschiebung von A Null ist: 

R,2adx.smx— Q.adx,co8xt:=^0 
. Q Q 

wie auf andere Weise auch früher erhalten wurde. 



2) (Fig. 4*.) Zwei Gewichte P 
und Pj liegen auf einer Parabel in 
vertikaler Ebene auf, deren Aie hori- 
zontal ist; sie wird durch einen Faden 
von der Länge l verbunden, der über 
eine kleine Rolle im Brennpunkt P 
geht. Was ist die Gleichgewichtsbe- 
dingung und welches ist die Lage des 
Gleichgewichts? 



Auflösung: 

Es seien B und Bi die Normaldrucke der Kurve gegen die auf- 
gelegten Gewichte P und P^, 8 die Spannung des Fadens, ferner xy 
und xiyi die Koordinaten von Ä und B; endlich y^=:z2px die Parabel- 
gleichung. 

Man denke sich die beiden Gewichte samt Faden als ein einziges 
System, dann fallt die Spannung S des Fadens als eine innere Kraft 
weg. Die Gleichgewichtsbedingung erhält man, indem man dem System 
eine kleine Verschiebung erteilt denkt, und zwar, um die Drücke B 
und Bi zu eliminieren, etwa in der Weise, dass das Gewicht P^ um 
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die Str^ke ös auf der Parabel aufwärts gehe, folglich P um dieselbe 
Strecke ös abwärts; es wird damit: 

P.ds.cos {P^ös) -hPi.ds. cos (Pi^d s) = oder 
(a) P.dy-+-Pi.dyi=0. 

Dazu kommt, dass die Fadenlänge ÄF-hFB konstant gleich 
l bleibt; d. h. da der Abstand eines Parabelpnnkts P vom Brennpunkt 
JP gleich dem Abstand des Punktes D von der Direktrix ist, muss sein: 



oder da 



P P 



*=fe ' ^1=6 ' 2i>? = y24-yi2+2i)2. 



abgeleitet hat man: 

(b) y.dy-k-yitdyi =0. 

Aus den Gleichungen (a) und (b) folgt: 

als die gesuchte Gleichgewichtsbedingung (übereinstimmend mit II, 35). 
Die Lage des Gleichgewichts ergiebt sich aus: 



also 



l—P 
^ = PK ^o ■%>» (II). 



P2 -f.. P^ 

3) (Fig. 5*.) Zwei Gewichte P und Pj 
hängen an den Enden eines Fadens über eine 
Parabel mit vertikaler Axe. Welche Lage neh- 
men die Gewichte an? 



Auflösung: 

Fig. 5*. giebt eine Verschiebung Ös des 
Systems auf der Peripherie der Parabel: 

P.Ös.cosa — Pids,cosai=zOf 



Fi.. 5* 




wobei 



somit folgt: 



tga = 



— X 



2x 



tgai = 



y\ 



Xi 



/i-feT /i- 
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ist die Parabelgleichnng y^ = 2p x, so lasst ach diese Gleichung nach 
einiger Umformung schreiben: 

06 



2 



«1 



4) (Fig. 6*.) Ein gewichtloser Stab AB, der über einen hori- 




R^./^* 



zontalen Träger gelegt ist, stützt sich 
mit dem einen Ende A gegen eine ver- 
tikale glatte Wand und trägt am andern 
Ende B ein gegebenes Gewicht P. Wel- 
ches ist die Gleichgewichtslage (bestimmt 
dnrch AO = (b) und wie gross der Druck 
R der vertikalen Wand \p und derjenige 
8 des Trägers. 




r^gZ" 



Auflösung: 

Der Normaldruck der Trägers 
sei 8', Abstand des Trägers von der 
Wand l) die Stablänge a. 

Wird erstens der Stah so ver- . 
schoben, dass A um dy aufwärts geht und der Stab auf dem Träger 
ruhen bleibt (Fig. 7*.), so stehen sowohl in J. als in die Ver- 
schiebungen auf den zugehörigen Kräften senkrecht, somit sind dort 
die virtuellen Momente Null und es bleibt: 

P.dy = 0, also da P nicht Null ist, 
dy = 0, 
X Nun ist, wenn y der Abstand des Punktes B von der Horizon- 
talen durch ist: 



AC 



OB~AO 



y 



,j/ = yaj2~fe2. 



dy = 



X 



a — X 

X 

a— X 



aVx^ — h^ a.b^-^a^ 



y aj2 — fe2 X 



X' 



^2|/^2_2,2' 



da dies Null sein soll, ist: ä?= V/a.fe^ (i). 




Wird zweitens der Stab parallel mit sich 
flff.S* ^^ ^y vertikal aufwärts verschoben (Fig. 8*.), 
so ist 



— P.Öy{-S.öy, — = 0, also 



X 



8 = P, 



X 



8 



='.f4 



<n). 
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Endlich eine Yerschiebnng 6y in der Richtung des Stabs selbst 
(Pig. 9*.) giebt: 

JR.Öi/. hS.dy.cos90^ 



X 






X* 



also: 



i^ = P^%-^, Oder 



i^=P. 




7.1 




(III). 



IV. Gleichgewicht im Raum mit Reibung. 

(Der Reibnngscoefficient wird stets mit ju, der Reibungswinkel mit q 

bezeichnet.) ' 

1. Ein Stab lehnt sich anf zwei horizontale parallele Zapfen, 
auf den einen mit der obern, auf den andern mit der ontem Seite, in 
einer zu den Zapfen senkrechten Ebene. Die Möglichkeit des Gleich- 
gewichts und die Drücke zu bestimmen. 

Ist a die durch die Lage der Zapfen bestimmte Horizontalneig- 
ung des Stabs, h die Entfernung der Zapfen, a der Abstand des 
Schwerpunkts vom nächsten Zapfen, 2 2 die Länge und Q das Ge- 
wicht des Stabs, so sind die Drücke: 

sin (a 4= Q) 



•e 



5 



sinQ 
Gleichgewicht ist möglich, wenn: 

2. Ein Stab ist an eine vertikale Wand gelehnt und steht auf 
einer horizontalen Ebene auf. Wie weit kann er sich wegen der Reib- 
ung Yon seiner Lage entfernen? 

Ist a die Horizontalneigung des Stabs, ()p der Winkel der Yer- 
tikalebene durch ihn mit der auf beiden gegebenen Ebenen senk- 
rechten Ebene, so ist: 



1 — 2jut^a = ju y ju2 cos (jp2 — sin 
die Bedingung der äussersten Gleichgewichtslage, also jedenfalls 
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Am einfachsten wird die Lösung, wenn man alle rorkommenden 
Kräfte auf drei zurückführt: diese drei müssen in einer Ebene liegen, 
also in einer vertikalen Ebene durch den Stab. 

3. Ein Stab liegt mit dem einen Ende auf einer horizontalen 
Ebene, an das andere Ende wird ein Faden befestigt, der über eine 
Bolle geht und am freien Ende ein Gewicht trägt. In welcher Lage 
wird der Stab in Bnhe sein? 

Ist (p die Horizontalneigung des Stabs, a die des Fadens, Q das 

Gewicht des Stabs, T die bekannte Spannung des Fadens, so ist:] 



cos (a — ^) = -^ sin g, 

woraus a und dann: 

öos(a4-ß) 
^ ^ ^sinQCos a 

a liegt zwischen 900 — g und 900. 

• 

4. Auf einer horizontalen Ebene liegen 8 oder 4 oder 5 gleiche 
sich berührende Engeln, so dass ihre Mittelpunkte ein gleichseitiges 
Dreieck oder ein Quadrat oder ein reguläres Fünfeck bilden. Wie 
gross muss die Beibüng sein, damit man eine weitere gleiche Engel 
auf die andern legen kann, ohne dass das Gleichgewicht gestört wird? 

Die drei Werte der Eeibungscoefficienten zwischen den Kugeln 
sind 0,32 ^^^^ ^'42 ^^^ ^'56* ^^^ Beibungscoefiicient der Kugeln 
gegen die Ebene braucht nur der vierte oder fünfte oder sechste Teil 
von den entsprechenden vorigen zu sein. 

5. Bolle mit Zapfenreibung. 

Sind P und Q die angehängten Gewichte, r und R die Halbmeser 
des Zapfens imd der Bolle und soll Bewegung im Sinn von P er- 
folgen, so ist: 

l -h -^s%ng 

P = Q y , 

1 - ^ «w ^ 

/ 2r 
näherungsweise: P = Qil-h^sin g 

6. Ein Stab ist in einer vertikalen Ebene an eine vertikale Linie 
gelehnt, das andere Ende durch einen Faden an dieselbe Linie befes- 
tigt. Was sind die äussersten Gleichgewichtslagen? 

Ist 2 « die Länge des Fadens , 2 Mie des Stabs , a der Winkel 
des Fadens mit der Vertikalen, so hat man für die äusserste Gleich- 
gewichtslage: 

(4 Z2 — 4 «2 — «2 tg ^2) t^ «2 -L_ 2 «2 1^ p t^ a + 4 ?2 — «2 - 0. 

7. Was ist die höchste Lage, die ein schwerer Punkt auf der 
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Innenseite des ümfangs eines Kreises, der in einer yertikalen Ebene 
liegt, nnter Einwirkung der Beibnng einnehmen kann? 

Der Halbmesser zu dem Punkt bildet mit der Vertikalen den 
Eeibungswinkel. 

8. Ein Gewicht ist anf einer schiefen Ebene darch eine gleich 
grosse Kraft festgehalten. In welcher Richtung muss die Kraft wirken? 

Die Neigung der Kraft zur Ebene liegt zwischen J tt — a -^ 2 ^ 
und ^n — « — 2q, 

9. Was ist die äosserste Gleichgewichtslage für einen Stab, der 
anf der rauhen Innenseite eines in einer Vertikalebene liegenden Kreises 
anfliegt? 

Ist a der Centriwinkel , der dem Stab entspricht und & seine 

Horizontalneigung, so ist: 

, ^ sin 2 g 

^ cos 2 Q^- cos a 

10. Eine Kngel liegt zwischen zwei gleich geneigten Ebenen, 
die sich in einer Horizontalen schneiden. Wie gross muss ein hori- 
zontaler Druck auf die Ebenen sein, damit die Kngel in die Höhe geht? 

Ist Q das Gewicht der Kugel, r ihr Halbmesser und « die Ver- 
tikalneigung der Ebenen, femer d das Stück der Geraden, längs 
welcher der Druck stattfindet, zwischen den zwei Ebenen, so ist der 

nötige Druck: 

QrcosQ 

d8in{a — q)' 

11. Das Gleichgewicht eines Wagens auf einer schiefen Ebene 
mit zwei gesperrten Bädern zu bestimmen. 

Der Einfachheit wegen nehme man einen Stab von der Länge 

21 mit zwei Bädern vom Halbmesser r, die sich um* die Enden des 

Stabs als Axen drehen können, und denke sich das eine oder andere 

gesperrt. Ist. a die Horizontalneigung der Ebene , so hat man die 

Beziehung : 

{2l-j- fir)tga = lfA, 

Auflösungen. 

Zu 1. (Fig. 72.) Der Gegendruck p 79 

des einen Zapfens nach oben sei iV, der " '" ^^ 

des andern nach unten N; fiN* nnd ]uiV 
die Widerstände der Beibung gegen eine 
Abwärtsverschiebnng des Stabs. Dann 
bat man: 

— JVH- N' ^Qcosa = fi (N-hN') — Qsina = 
Drehung um den Schwerpunkt: JV(6-i-a) = iVa, 
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,^ , 1 1 / sina\ 1 
'^ —N+N' = Qcosa IN" — -j^[^^^^'^ /"^^ 



o 



sina( 1 fsina \ 1 



sin {a -h g) 

sing 
sin (« — g) 

sinQ 



^ K./i 



nnd ans den zwei letzten Gleichungen: 

(b H- ä)sin(a — ^) = a5iw(a -+-(>) 
(b + a) (f^a — fgg) z=a{tga + tgg) 

btga=2(b-h2ä)tgg. 
Zu 2. (Fig. 73.) Die Gegendrücke N und iV' lassen sich mit 

den Eeibungswiderständen, deren Richtungen zu- 
nächst unbekannt sind, je zu einer Kraft zu- 
sammensetzen. Die drei Kräfte, die man dann 
hat, müssen im Gleichgewicht sein, also in einer 
Ebene liegen, in der vertikalen Ebene durch den 
Stab. Da N' in dieser Ebene liegt, so muss auch 
/uiV' in ihr liegen, also mit der Horizontalprojek- 
tion des Stabs zusammenfallen, fi N giebt mit N 
/• j» ^^ eine Resultante, welche in die Vertikalebene durch 
den Stab fällt. Man zerlege fiN in eine hori- 
7.ontale Komponente H und eine Vertikale V. Da V in die Vertikal- 
«bene des Stabs f&Ut , so muss die Resultante von H und N für sich 

N 




in dieselbe Ebene fallen, also H = Ä'^tg m, ViP H- JV^ = ist die 

^ ^ cos <p 

horizontale Komponente in der Vertikalebene durch den Stab, Fdie vertikale. 

Jetzt hat man die Gleichgewichtsbedingangen: 



cosq) 

N" ,2lcosa — fiJV'2lsina'-'Qlco8a = 0, 

1 1 



also: 



1 cos a 

2 ^cosa — fiStna 
1 fi cos (p 

^ "'2^1 — fitga • 
V _ l^2^tga 
N ficosq) 



i = 7rQ 



2^1 — fitga . 
^ ^1 l — 2fitga 

2^1 — fitga 



njM 




^Yfi^^tg^q) ; {l^2fAtga)^ = fAUos^(p 

^H^sin^q). 
Zu 3. (Fig. 74.) Man hat: 
Tsina-hN—Q = 
Tcosa-'fiN^O 
Qlcosq} — r2Zsm(a — (p) = 0, 
woraus : 

T(fAsina-\-cosa) =/iQ, 
oder 



IV. Gleichgewicht im Raum mit Reibung. 



63 



Q 

cos(a — Q) = -;j;Sing 



Q 



=^2sina --2cosatg(jp 



cos(a — q) = 2 sinasing — 2sinQC0Satgqf 

— cos(a-hg) 



tgq,z=. 



2 sing cos a ' 



Fi,rs 



Zn 4. (Fig. 75.) An jeder der un- 
tern Engeln wirkt das Gewicht Q, der 
Gegendmck N' der horizontalen Ebene, 
der Drnck N der obern Kngel . die Reib- 
nng fiN und die Reibung (a'N\ Man 
hat sonach für das Gleichgewicht der 
Kugel : ^ 

1) JV — Ncosa — /uiVÄm« — Q = 

2) Nsina^fANcosa — fi' N* = 

3) fiN=fi' N' (Drehung um die Mitte der Kugel). 
2) und 3) geben: 




N 



ß 



sma 



JV fjL sina — ßcosa' 



; ß = 



2sin-^acos-^a - 

= i =^-0-« 

cosa « o 1 2 

2cos^-^a 



N' = A' {cos a'\-fisina)=:.N' — N=^(i\ 

N'^Q-hN und nach 3) /w' = ja ^ 

a ergiebt sich aus der Zahl der Kugeln, N aus dem Gleichge- 
wicht der obern Kugel; somit: 

1 ,/T 

für drei Kugeln: 5ma=-^ jCosa= f/^ -w- , jit = 0,318 

Q = SNcosa-i'BfANsina = SN, N=-^Q, ju*=^jm, 

für vier Kugeln: sin a = cos a =z -r^ , iu = 0,415 

Q = 4:Ncosa-h4lj,Nsina = 4:Nj N=-i-Q, ju'=yiu, 
für fünf Kugeln : lg.8ina=z 9,930 « = 58« 4 fi = 0,659 



-^=yQ» '^'= y* 
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Zu 5. (Fig. 76.) 



T.,7i 




QR—PB — fiNr 

Nsm <f + ti Nco8<p ■ 
Neos qp — ju Nsin (p ; 



0, 
0, 



also: 



1 P—Q 

aus 3. tg(p^— ans 1. iV= -.B 

ans 2. N=— — "^^ = (P -h Q) sin (p, 



daraus: 



stn g) -f- /u cos (jp 



P-^Q B 



r r 

cos (p r= — Stn Q 



Q 



B 



l-i-^sing 

■ • 

- r 

1 — -^cosQ 



und damit: 




Zu 6. (Fig. 77.) Man hat: 

iV— Ä5ma=0, > ö 
öma = M2sco5« — 2?cö5flp) 5= — ^ tttt"» 

wozu 
P 2s5ma = 2?5mqp 

HjfJ/ und damit: 

rN 5(ju5*/Ja -hCöSa) = 25C05a— 2?cosqp 

=z s^ (fjfi sin'^ a -^ cos^ a — 2fisinacosa) 
mit cö^^a dividiert: 
^l3i(l^tg^a)'-4:S^tg^a=zs^^^tg^a'hs^'-2iÄS^tga. 

Zu 8. (Fig. 78.) Es ist: 

Qsina^Qcosqt-h fxQicosa — sin(p) 

cosq) — pLsmqf =sina"^ ßcosa 

cosisp -*- ^) = sin{a -+- g) 

1 

cp 'hQ:=z-^n^a — Q. 
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Zu 9. (Fig. 79.) Mg. 79, 

1) Qcö5^— (JVH-iV)5mg) — /u(iSr' — iVr)co5(p = 

2) Q«in^ 4- (iV*— iV)co5qp — /i {N" + iV^)^qp=0 

3) ju (JV -i- iV") *• — Q ^ (cös <p CO« ^ — C05 (qp -h^) =0 

ans 1) und 2) folgt: 

Q (Cös^ 4- /ism^) — (iV + iV')(l H- /i2)^wg)=0 

aus 3j: Qsmqpsiw^ — /^(iV+iV') = 




>». 



(l+jw2)m(p 






, oder /i + jM2^^^ = (l-f /u2)m2(p^^^, 



__ ^n^cosq __ ^2^ 



_ ^'n 2 p 
Cö52ß + Cösa* 
Zu 10. (Fig, 80.) Vertikale Komponenten: j? ^^ 

Q -f- 2/iiVco5a — 2iV5i»a = 0. 
Drehung um die Schnittlinie der Ebenen: 



F.-^dcota = Nrcota, 



woraus: 



2N= 



Q 



QcosQ 



sina — ficosa 8in{a — qY 



r Qcosg 



d sinXa—g) 

Zu 11. (Fig. 82.) 
Gesperrtes Ead samt Wagenkasten: 

1) jB — X— Pcö^a— TroöSa=0 

2) /ijR— r— P5iw«— TFs«wa = 0. 
8) Wlco8a'hF.2lcosa'-'B.2l 

— ^Är==0, 
nicht gesperrt: 4) Z H- Ä' — Pcosa^ 

5) r— P5ma = 0, 

2) und 5) geben: juÄ — (2Ph- T7)5ma=:0, 

3) giebt: Ä^ur + 20 — (2P-f- Tr)ZcöSa = 0, 





also: 
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IV b. Elemente der Giaphostatik. 



IV ^. Elemente der Graphostatik. 

Nach dem Satz vom Parallelogramm der Kräfte sind drei in einem 
Pankt angreifende Kräfte im Gleichgewicht, wenn sich daraas ein 
schliessendes Dreieck durch Parallelverschiebung der Kräfte konstruie- 
ren lässt. 

Z. B. eine Kugel, deren Gewicht im Mittelpunkt wirkt, wird 
zwischen die schiefen Ebenen von den Horizontalneigungen a und a' 
eingelegt; was für Normaldrücke N und N' übt sie auf dieselben aus? 
(Fig. I.). Graphische Auflösung vermittelst eines Dreiecks mit einer 






vertikalen Seite Q (Fig. II.) und den zwei andern Seiten normal zu 
den geneigten Ebenen. Jede dieser Seiten giebt den Druck auf die 
Ebene an, zu der sie normal ist. 

Femer: Die Lage, in welcher 
eine beliebige Beihe von Kugeln mit 
gegebenen Halbmessern und Gewichten 
öl Ö2 Qs Q4 (Fig. III.) nnd den Mit- 
telpunkten Ml M2 M^ M^ zwischen 
zwei geneigten Ebenen JB7 und ^' theo- 
.D, retisch ins Gleichgewicht gebracht 
werden kann, soll ermittelt werden. 

Je zwei mit einander in Berührung befindliche Kugeln üben auf 
einander gleiche und entgegengesetzte Drucke aus nach 
ihrer gemeinschaftlichen Normalen im Berührungspunkte 
oder nach der Geraden, welche ihre Mittelpunkte enthält, 
aus. Die äussersten Kugeln erhalten ausserdem die nor- 
malen Gegendrücke N und N^ von Seiten der schiefen 
Ebenen und in jedem Mittelpunkt wirkt das Gewicht der 
betreffenden Kugel. Die vier Dreiecke, welche den Gleich- 
gewichtszustand der vier Kugeln ausdrücken, lassen sich 
vermöge des doppelten Vorkommens der gegenseitigen Drücke 
(Dl zwischen Mi und M^; J)^ zwischen -Äfg und M^\ JD^ zwischen 
M^ und M^ so an einander fügen, dass die gesamte Fig. IV. (Kräfte- 
plan) bestimmt wird durch die vertikalen Strecken Aq JL^ = <2i 5 
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AiÄ^z=zQ^; ^.2-43 = 03; -43-^4 = 04 und zwei Gerade, von denen 
die eine durch Äq senkrecht znr Ebene E, die andere durch A^ senk- 
recht zur Ebene E' gezogen wird. Der Schnittpunkt dieser Geraden 
giebt nicht nur die Bichtungen M^M^ || OJ., , M^M^ || OA^, M^M^ 
\\OÄg, welche für die Auflösung der Aufgabe genügen, sondern die 
Strecken OÄq, OÄ^, OÄ^y OA^, OA^ geben auch die Grössen der 
mit N und D], D^, D3, 2)4 bezeichneten Drücke und Gegendrücke an. 

Zusammensetzung und Gleichgewicht beliebiger Kräfte 

JP, ^2 ^8 • • • ^ny welche nach den Geraden ^i ?2 ^3 • • • • ^« ^^ 
einer Ebene wirken. 

Konstruiert man in einer Nebenfigur VI. ein Polygon Bq Bi B^ 





B^ Bn, dessen Seiten ^o -^1» ^1 ^2» ^-i Ä mit den Kräften JPj F^ 

J3 Fn nach Grösse und Richtung übereinstimmen und verbindet 

einen Punkt (Pol genannt), der nur auf keiner eine Polygonseite 
enthaltenden Geraden, sonst aber beliebig angenommen ist, mit den 
Ecken, so kann eine Kraft Bq J?, # Fi in zwei Komponenten Sq^^BqO 
und Ä, OjBj ebenso B^ -52^ ^2 i" zwei durch B^O und OB^ ange- 
gebene Komponenten, von denen die eine mit — Ä, die andere mit Ä2 
bezeichnet wird; B^B^ti^F^ in B2 0t^ — S2 ^^^ OB^t^S^ u. s. w., 
endlich Ä-iÄtt-F. in Ä-.iOfl:— Ä-i und OBnUSn zerlegt werden. 
Zieht man nun in der Hauptfigur V. zu OBq eine Parallele Sq 
welche l^ in JL, trifft, sodann durch A^ zu OBi eine Parallele «i, 
welche ^2 ii^ -^2 *^*^^ ^- s. w., endlich durch den auf h als Schnitt 
mit einer Parallelen s,_i zu OBn-i erhaltenen Punkt An noch eine 
Parallele s, zu OBn, so ist durch die Annahme des Punkts dafür 
gesorgt, dass die Schnitte Ä^A^ , . . An wirklich stattfinden; wenn da- 
her die Angriffspunkte von F^F^ * . * Fn m A^A^ . . . An angenommen 
werden, so kann F^ in 8q nach s^ und 81 nach S|, F^ in — Äi nach 
^1 und 82 nach Sg» ^3 "^ — ^2 ^^^^ h ^^^ ^s ^^^^ ^3» endlich JF^« 
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in — Sn^i nach ^,_i nnd 8n nach s» zerlegt werden (die kleinen Buch- 
staben bedeuten die Richtung der durch die grossen vorgestellten 
Kräfte). Da nun 8i und — Äj, 8^ und — Ä^, . . . . 8n-i und — Ä._i 
sich aufheben, so bleiben schliesslich nur 8q und 8» übrig, um die 
gegebenen Kräfte F zu ersetzen. 

Wenn nun nicht schon der Zug B^^B^ B^.-.Bn schliesst, d. h. 
wenn nicht schon B^ mit B^ zusammenfilUt, so können 8^1^ B^O und 
81^X^0 Bn ZU einer Kraft Et^B^Bn zusammengesetzt werden. In 
diesem Fall werden auch s^ und Sn nicht parallel, man erhält daher 
eine durch 'den Schnitt A von Sq und 8^ zu BqB» gezogene Parallelo 
als Wirkungslinie einer Resultante BX^Bf^B^ der gegebenen Kräfte. 
Bezeichnet man den Zug BQB^.,.Bn als das KrSUftepolygon und 
^0 ^1 ^2 • • • ^» ^^3 ^^3 Seilpolygon , das als nicht schliessend angesehen 
wird, wenn s^ und s» nicht zusammenfallen, so gilt der Satz: 

Schliesst das Kräftepolygon nicht, so schliesst auch 
das Seilpolygon nicht. Die Kräfte sind nicht im Gleichge- 
wicht, sondern liefern eine Besultante, welche nach Grösse 
und Richtung durch die Strecke vom Anfangs- nach dem 
Endpunkte des Kräftepolygons angegeben wird. Der Schnitt- 
punkt der äussersten Seiten des Seilpolygons kann als An- 
griffspunkt der Resultante angenommen werden. 

Schliesst aber das Kräftepolygon , d. h. föUt Bn mit Bq zusam- 
men, so werden die Kräfte 8qX^0Bq und iS^^^O^» gleich und ent- 
gegengesetzt, die Geraden Sq und 5» werden also entweder zusammen- 
fallen oder nicht, aber dann immerhin parallel; im einen Fall heben 
sich die Kräfte 8^ und 8n auf, im andern bilden sie ein Paar, also: 

Schliesst das Kräftepolygon, so sind die gegebenen 
Kräfte entweder im Gleichgewicht oder lassen sie sich auf 
ein Paar zurückführen — halten sich also weder das Gleich- 
gewicht, noch können sie durch eine Kraft im Gleichgewicht 
erhalten werden — je nachdem das Seilpolygon schliesst 
oder nicht schliesst (d. h. Sq und 5» zusammenfallen oder nicht). 

Der Name Seilpolygon rechtfertigt sich dadurch, dass ein Seil 
^0 ^j % . . . Sn im Gleichgewicht ist, wenn in den Knotenpunkten A^ A^ 
A^...An die Kräfte nach Z| Zj ^3 • • • ^» wirken und in den äussersten 
Stücken Sq und $, die Spannungen 8q=:0Bq und 8^=0 Bn auftreten. 
Die in den andern Seiten $1828^. .. 8n^i auftretenden Spannungen wer- 
den dann durch Si=:OBi, 82 — OB^.. . Ä»-i = OBn^i angegeben. 

Wir sind durch die gefandenen Sätze in den Stand gesetzt, auch 

.ein System von parallelen Kräften auf den Gleichgewichtszustand 

zu untersuchen und falls sich dieser nicht herausstellt, die Resultante 
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anzugeben, wofern eine solche überhaupt mC^lich ist. Es tritt dabei 
nnr die Eigentümlichkeit ein, dass das Eräftepolygon ganz auf einer 
Geraden liegt. 





Die Figur YII. giebt den Fall, dass eine Resultante existiert^ 
die Figur VIII. den Fall eines Kräftepaars und endlich Figur IX. den 
Fall des Gleichgewichts. 

Wenn im Fall eines nichtschliessenden Eräftepolygons die Kräfte 
Sq und Sn das ganze System FiF^-'^F» ersetzen, so wird eine Gruppe 
aufeinander folgender Kräfte jP«jP«^i, .. F, durch — Ä^+i und Sp er- 
setzt. Konstruiert man nun mit anderer Annahme 0' von ein zwei- 
tes Seilpolygon s'o s'j «'2 . . . s'n^i s'» und nimmt wieder dieselben Zer- 
legungen vor wie zuerst, so werden F«F«,+i , ,.Fp auch durch — S'^^i 
und 8'p ersetzt. Diese beiden Kräfte leisten dasselbe wie — ä»»i und 
Sp oder sind diesen letztern statisch äquivalent; -hS'^^^ und — S'p 
würden mit — /S„«i und 8p im Gleichgewicht sein; die Resultanten 
einerseits von 6"«-i und — Ä«_i, andererseits von — S'p und Sp sind 
einander in derselben Wirkungslinie gleich und entgegengesetzt. Der 
Schnittpunkt von s'p und Sp, aus demselben Grunde aber auch der. 
jenige irgend zweier entsprechender Seiten beider Seilpolygone liegt auf 
der durch den Schnittpunkt von ä« und Ä'm.i gehenden Wirkungs- 
linie der Resultante von S'm-i und — ä«_i. Die Betrachtung der 
Figur des Kräftepolygons giebt augenblicklich zu erkennen, dass die 
Verbindungslinie 00' der Pole Grösse und Richtung der Resultante 
von irgend zwei solchen Kräften wie Sp und — S'p ergiebt; also hat 
man den Satz: 

Werden zu demselben Kräftesystem zwei Seilpolygone 
konstruiert, so liegen alle Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechender Seiten beider auf einer Geraden, welche der 
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Verbindungslinie der zugehörigen Pole des Kräftepolygons 
parallel ist. 

Aufgabe: 

In einer Yertikalebene sind zwei Balken AB und Ä' B durch 
Gelenke in ihren Endpunkten B und B mit einander, in Ä und A' 
mit festen Stützpunkten verbunden und in Ci 0/2 . . . und C^ C/'2 . . • 
mit den Gewichten QiQ^.. . ö'i ©'2 • • • belastet. Es sollen die Drücke 
bestimmt werden, welche die Balken in B und B auf einander, in 
A und A auf die Stützpunkte ausüben. (Fig. X.) 

Die Aufgabe möge sogleich allgemeiner aufgefasst werden: 

Die Balken seien in der Vertikal- 
ebene, in der sie angenommen werden, 
von beliebigen Kräften FiF^-^-Fm nnd 
F^^iF^+iF^^s ...Fn angegriffen. Wer- 
den FiF2»-.Ffn zu einer Resultante 
JB« und F^+i ...Fn zu E^^u n zusam- 
mengefasst, so genügt es, an jedem 
Balken nur Eine Kraft anzunehmen. 
Wenn ein in seinen Endpunkten unter- 
stützter Balken AB von einer Kraft 
angegriffen wird, so ist die Aufgabe der Ermittlung der Drücke auf 
die Stützpunkte eine unbestimmte. Nimmt man die Wirkungslinie des 
Drucks in A beliebig an, und zerlegt die Kraft im Schnittpunkt ihrer 
eigenen Wirkungslinie mit jener beliebig angenommenen nach den 
Bichtungen gegen beide Stützpunkte, so können die beiden Komponen- 
ten als die verlangten Drücke ' gelten. In Wirklichkeit allerdings wird 
die Aufgabe zu einer bestimmten werden, vermöge eines wenn auch 
noch so kleinen Spielraums, der in den Stützen immer vorhanden sein 
wird. Ist z. B. der Balken in jedem Ende mit einem zylindrischen 
Gelenkbolzen versehen, der in eine Gelenköse von einem um noch so 
wenig grössern Durchmesser eingelegt ist, so wird nicht nur nach der 
Grösse der Drücke, sondern auch nach der Lage, in welcher die Bolzen 
sich an die Ösenwandungen anlegen, zu fragen sein, es ist so zu sagen 
eine Unbekannte mehr vorhanden. 

Im vorliegenden Fall aber, wo die Aufgabe für zwei Balken zu 
lösen ist, tritt die weitere Bestimmung hinzu, dass die Drücke, welche 
die Balken in B oder B' auf einander (oder auf einen durch beide 
hindurch gesteckten Gelenkbolzen) ausüben, einander gleich und ent- 
gegengesetzt sein müssen. 

Kehren wir nun zu der ursprünglichen Annahme, dass beliebig 
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Tiele Kräfte gegeben seien, zurück, so liegt die Aufgabe vor: Die 
Kräfte F^F^.. .F^ sollen durch eine auf A wirkende Kraft 8q und 
eine auf B wirkende 8^, die Kräfte F^+i F^^% . . . i^» durch eine auf 
A wirkende 8p und eine der 8m gleiche und entgegengesetzte auf Jff 
wirkende (— Ä») ersetzt werden. 

Oder kürzer: 

Zu einem nicht im Gleichgewicht befindlichen Kräftesystem 
FiF^Fm"» Fn soll ein (nicht geschlossenes) Seilpolygon s^s^s^.,, s» 
konstruiert werden , dessen Seiten Sq 5, s^ durch gegebene Punkte 
Cq = ä, Cn-^Ä', Cm = B = B gehen. 

Diese Auj^abe kann folgendermassen gelöst werden: Konstruiert 
man die Wirkungslinie Tder Besultante- i2 des ganzen Systems, so 
kann letztere nach jeden zwei Geraden, welche l in demselben Punkte 
schneiden, zerlegt werden; jede zwei solche Geraden dürfen daher als 
äasserste Seiten eines Seilpolygons, das sich zu dem Kräftesystem kon- 
struieren lässt, betrachtet werden (sq und s^). Der zugehörige Pol 
des Kräftepolygons ergiebt sich im Schnitte zweier Geraden, welche 
durch j^o parallel mit Sq und durch Bn parallel mit Sn gezogen werden. 
Verfolgt man mit Sq beginnend die Konstruktion des Seilpolygons, so 
wird man unfehlbar bei Benützung dieses Poles zuletzt bei der anfangs 
gewählten Sn ankommen. Lässt man aber Sq durch Cq und Sn durch 
Cn ^hen, also von diesen zwei Punkten aus nach einem beliebigen 
Punit von l konvergieren, so bietet das so erhaltene Seilpolygon 
^0 *i '2 • • • ^« • • • ^» zu dem verlangten s'q s\ 5^2 .. . 5'« . . . s', die be- 
sondere Beziehung dar, dass Sq und s'q sich in Cq, Sn und s'n in C» 
schneiden. 

Nach dem oben bewiesenen Satz müssen sich daher jede zwei 
entsprechende Seiten, auch s^ und s'^ anf der Geraden Cq 0» schneiden, 
und mal erhält s'« in der Geraden von Cm = B=: B' nach dem Schnitt- 
punkt ^on Sm mit CqÜ», Da nach demselben Satze der Pol 0' des 
verlangten Polygons mit auf einer zu Cq 0» parallelen Geraden liegt, 
so ergiebt er sich im Schnitt einer solchen durch gezogenen Paral- 
lelen mit einer durch B^ zu s'^ gezogenen, sowie auch die durch 
Cq = A ind C„ = Ä' zu Bq O und Bn O gezogenen , die ^q und die 
5'» angebea. 

Mit der Angabe dieser drei Geraden ist, ohne vollständige Durch- 
führung dar Konstruktion des neuen Polygons die Aufgabe schon ge- 
löst, da m die Richtungen der Drücke auf A und A! und des gegen- 
seitigen Dncks in B oder B angeben. 

Eine einfachere Auflösung unserer Aufgabe von den zwei Balken 
ißt folgende (Fig. XI.) : 
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£|d zu den Kräften i", F2 . . . 
Fm und Fm+i F«+j . . . -F«, welche die 
Balken Ä B und A B angreifen, 
konstmiertes Kräfbepolygon ^0 J?, . . . 
J?« . . . ^« nebst zugehörigem Seil- 
polygon (welches in der Fignr nicht 
ausgeführt ist) liefert auch Grössen 
und Wirkungslinien der Besultante 
J?i^ von FiF^... F^ und i2»+i,n 
von i^'^+iF^+j ... jP„. Im Schnittpunkt P dieser Wirkungslinien wird 
Bi^ in Kl und JSTs nach PA und PJB und B^^-u • ^^ ^s ^^^^ ^4 
nach PJ?' und ^ J.' zerlegt. Zieht man durch J?» zu PJB oder PB 
eine Parallele , welche von einer durch Bq zu P J: gezogenen in H 
von einer durch Bn zu PÄ*^ gezogenen in D3 geschnitten wird, so iä 
KiUBoD^, K^UBiBn,, K^nB^Ds,K,ttB^Bn. Zu den Kräften 
KiK^K^K^ lässt sich ein Seilpolygon konstruieren, von welchem ^^ 
und B A' Seiten werden, wenn man durch Dj zu ui^ und durch JPg 
zu A' B Parallelen zieht, ihr Schnitt nämlich liefert den zugehöri^n 
Pol des Kräftepolygons B^D^Bn^B^Bn. Die Richtung der Seite jB5' 
kommt im Seilpolygon, weil die Ecken -^^' zusammenfallen, nicht £nr 
Anschauung, wird aber im Kräftepolygon durch OB^ angegeben. San 
kann nun K^ und K^ oder igj,» oder FiF^^.-F^ durch die au: A 
und B wirkenden Kräfte iSo^^-^o^ und ÄgttOJ?«, ebenso K^ und 
K^ oder 2?«+!,« oder Fm+xFm+%-»*Fn durch die auf B und -4.' wir- 
kenden — 8^t^B„^0 und A4 tt jB« ersetzen. Die Wirkungsliniei von 
8q und ^4 werden sich auf derjenigen von JRj,,^, die von — ^^2 uad 8^ 
auf derjenigen von i?«^.!,» schneiden. 8q und A4 geben jetzt de ver- 
langten Drucke auf A und A\ 8^ und —8^ die gegenseitigen Orucke 
in B oder B an. Die Aufgabe ist hiemit gelöst. 

Die Kräfte 8q — Ä, und 8^ — 8^, welche in ^ J? und AB' ein- 
ander entgegenwirken und durch DiO OD^ und D^O OB^ algegeben 
werden, verdienen noch Beachtung. Sie geben nämlich die Sp^nungen 
in den Balken AB und AB an. Nachdem F^F^.^.F^ iurch K^ 
und Kn ersetzt oder sozusagen auf die Endpunkte des Ba]kens AB 
verteilt sind, kann man anstatt K^ in 8q und 8^ zerlegt aH^h 8q aus 
K^ und dem Gegendruck (—8q) des Stützpunkts A zusanmengesetzt 
annehmen, ebenso in B die Kraft ( — 8^) aus JBT, und dem Gegendruck 
i—8n) des Balkens AB, Der Gleichgewichtszustand Y(fi AB er- 
scheint nun als ein solcher, welcher zu Stande gebracht ist; durch zwei 
gleiche und entgegengesetzte Kräfte, welche einander in 1er die An- 
griffspunkte Ä und B enthaltenden Geraden entgegenwirket!. Die ge- 
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meinscbaftliche Grdsae ODf dieser Kräfte giebt aladano die in den 
Balken vorhandene Zng- oder Dmckspannang, je nachdem die in einem 
Endpnnkt angreifende Kraft gegen den andern oder in der nmgekehr- 
t«a Bichtong wirkt. In dem dnrcb die Figur dargestellten Falle wer- 
den dnrch OD^ und OJDg Orackapannimgen in AB und Ä'jff an- 
gegeben. 

Sind sämtliche Kräfte F parallel, eo können die Fnnkte J)j nnd 
i>3 nnr mit Hilfe des Seilpolygona bestimmt werden. Die graphische 
LOsnng gestaltet sich dann so (Fig. XII.): 




Kraftepolygon JSo JSi . . . B.B»^.i — B, zu F, — F. F.^, ... F. 
mit beliebig gewähltem Pole ff giebt Seilpol^on s^ Sj . . . «, . . . «, 
mit den Ecken AiAz.-.A^ A^+i — A. auf den Wirknngsllnien 
ijla. ■ ■ Im.- ■ Im+f. ■ (.; die Seiten 3^ s» s. geben UVV anf den 
Vertikalen von ABA'. Die 0*7), ll UFgiebt die Komponenten, welche 
die Resultante J?],. von FiF^.-.F. nach den Vertikalen von .d nnd 
B liefertr KjttBf,I>i nnd K^ = D^B,. Ebenso ffD^W TU' die 
Komponenten E^t^B^D^ nnd KfitD^B, von £..,.,,. nach den Ver- 
tikalen von ^' und S*. Die dnrchi)^ zaAB nnd äaich 2)^ zu A' B" 
gezc^neu Parallelen liefern den Pnnkt 0; dieser giebt: Dmck anf 
Stützpunkt A: Sf^ttBaO oder Gegendruck der Etätae ^S^tiOBo. 
GegenseitigB Drücke der Balken: — Sj#ÄO ^nf AB, H-SattO^. 
auf A'B'. Dmck auf Stützpunkt A': S^UOB. oder Gegendmck 
-S^nB.O. 

OD, nnd 07>3 Druckspannungen in AB nnd A' B. 

Der Schnittpunkt von — S.^ nnd — 8^ ranss auf der Wirknngs- 
linie von £,,„, der von S^ nnd — Sj auf Ä_+i,, entstehen. 

Gleichgewicht eines biegsamen Fadens oder einer bieg- 
samen Kette. 
Wird ein Seil oder ein Faden UAjAiA^. . .A,T, dessen Ein* 
zelstrecken UAj, AjA^, A^A^ ... A-i^. von den ErSften FiFtF^... 
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Fn^iFn angegriffen, so ist nach den auf Seite 68 angestellten Be- 
trachtangen Gleichgewicht vorhanden, wenn es zm dem, polygonalen Zog* 
BqBiB^*' , Bn-i Bnj dessen Strecken mit den Kräften FiF^F^,,. Fn 
nach Grösse und Richtung übereinstimmen, einen Punkt giebt, dessen 
Verbindungslinien mit J?q jB^ . . . JS, den Strecken s^s^s^,,, $n parallel 
sind und es stellen diese Verbindungslinien alsdann die Spannungen 
in 5o 5i . . . Sn dar. (Fig. XIII.) 

Bildet das Seil ein geschlossenes Polygon, so fallen Sq und s^ 
zusanmien, und es muss dann auch das Eräftepolygon schliessen, weil 
OBq und OBn einerlei Spannung darstellen, also sich decken müssen. 
Wir werden uns aber mit diesem Fall nicht weiter zu beschäftigen 
haben. 

Wir nehmen vielmehr jetzt den Fall an , die Kräfte Fi Jg • • • -^• 
seien alle gleich und parallel und ihre Richtungslinien folgen in glei- 
chen Abständen auf einander. Dieser Fall wird vorliegen, wenn in 
den Punkten A1Ä2. . ,An Fäden an das Seil gebunden sind , welche 
senkrecht herabhängend unten in Einer Horizontalen abgeschnitten sind 
und hier eine horizontale Stange tragen, an welche aie in den Mittel- 
punkten der Mgieichen Teile, in welche sie geteilt werden kann, an- 
greifen. Ist Gleichgewicht vorhanden, wenn die Stange in der That 
in die ^ gleichen Teile zerschnitten ist, so wird es auch nicht gestört, 
wenn man die Verbindung derselben wiederherstellt, d. h. wenn die 
ungeteilte Stange angehängt ist. Es m 2h der horizontale Abstand, 
in welchem die Träger der Stange auf einander folgen, also 2^n die 
Länge der Stange, g'n ihr Grewicht. Punkt U liege im Ursprung der 
Koordinaten, aus welchem sich die Axe der positiven x unter dem Seil 
hinweg horizontal und die Axe der positiven y vertikal nach oben 
erstreckt. 

Das erste Seilstück UÄ^ habe die Länge h und liege horizontal, 

die Spannung in demselben sei H. Aus 
diesen Angaben Iftsst sich das Kräftepolygon 
a mit seinem Pol konstruieren und demnach 
^' die Gestalt des Seils nebst den Spannungen 
b[ in seinen einzelnen Strecken bestimmen. 
B* (Fig. XIV.) Das Kräftepolygon besteht aus 
' einer Folge von vertikalen Seiten BqB^ 
6, Bi B2 B^B^... sämtlich von der Länge q. 
''' Sodann ist OBq = H und hat die Richtung, 
in welcher die Spannung in UÄi auf A^ 
wirkt (in der Figur von links nach rechts). Es werden jetzt OB^ 
OB2 OB^ nicht nur den Strecken parallel, sondern stellen auch die 
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* 

Spannnogen in diesen Strecken dar. Hiednrch ist offenbar der ganz» 
weitere Verlauf des Seils bestimmt. Zerlegt man jede solche Spannung^ 
in eine Horizontal- nnd Yertikalkomponente, so werden alle Horizontal- 
komponenten gleich, nämlich H — die Horizontalspannnng ist 
konstant. Die Yertikalkomponente wird gleich dem Gewicht des- 
jenigen Teils der Stange, welches die betreffende schiefe Spannung in 
YerbinduDg mit deijenigen in UÄi zu tragen hat. 



V. Bewegung eines Punkts. 

1. Geradlinige. Die Bewegung eines I^nkts ist bestimmt,, 
wenn man seine Lage zu jeder Zeit kennt oder wenn sein Abstand 
von einem festen Punkt der Geraden als Funktion der Zeit bekannt ist:^ 

Ist X eine Funktion vom ersten Grad ?on t, z. B. x = a + bt, 
so heisst die Bewegung gleichförmig; b ist die Geschwindigkeit,, 
der in jeder Sekunde zurückgelegte Weg. 

Ist x eine Funktion zweiten Grads von t, z. B. x^a-hht-hct^f 
so ist der in jeder Sekunde zurückgelegte Weg zu verschiedenen Zeiten 
verschieden. Nimmt ^ um z^^ zu, so nimmt x um ^o; zu und man hat: 

Ja? = 6 z/^ -+- c 1 2M^ -+- ( JQ« }. 

Je kleiner man Jt nimmt, desto mehr nähert sich die Beweg- 
ung einer gleichförmigen. Die Geschwindigkeit dieser gleichförmigen 

Cv X 

Bewegung für verschwindende Jx und z/^, d. h. -^ heisst die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung. Man hat: 

dx 

dt 

Die Geschwindigkeit ist veränderlich, sie nimmt in jeder Sekunde 
um 2 c zu. Diese Zunahme der Geschwindigkeit heisst die Beschleu- 
nigung der Bewegung (Verzögerung, wenn c negativ ist). Ist x 
Funktion zweiten Grads, so ist die Beschleunigung konstant, die Be- 
wegung heisst gleichförmig beschleunigt. 

Ist X eine beliebige Funktion der Zeit, z. B. x = q}{t), so nennt 

. , dx 

man wieder vs='^=z(jp\as die Geschwindigkeit. Nimmt t um /dt zu, 

so nimmt die Geschwindigkeit v nm Jv zu, und Beschleunigung heisst 

jetzt die Grenze von -rr oder -r; 

At dt 
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dv €ß 



f=^.= 



X 



dt" dt^' 

Die Physik lehrt, daas die Beschleunigung /", die ein Körper von 
der Masse m erhält, wenn auf ihn die Kraft P einwirkt, gegeben ist 
durch die Gleichung: 

Fällt ein Körper frei herab, so wirkt als Kraft das Gewicht und 
<[ie erhaltene Beschleunigung ist, wie die Erfahrung lehrt, 9"* ,81, welche 
Länge immer durch g bezeichnet wird. Man hat daher: 

<i = m,g, 

i^omit die Masse bestimmt ist. 

2) Krummlinige Bewegung in der Ebene. Die Bewegung 
ist bestimmt, wenn a and ^ als Funktionen der Zeit bekannt sind: 

d. h. wenn man die Bewegung der Projektionen des Punkts auf zwei 
Koordinatenaxen kennt oder die auf die Axen projizierte Bewegung. 

Ist ds ein Element der Bahn und a der Winkel der Tangente 
in diesem Element mit der Axe der X, so ist: 

da}=^dscosa , dy=^dssina, 



also auch: 



da ds dy ds , 



ds 
d. h. da -j^ die Geschwindigkeit in der Bahn ist: die Geschwindig- 

Iceiten der auf die Axen projizierten Bewegungen sind die Projektionen 
d6r Geschwindigkeit in der Bahn. 

Wenn ein Punkt auf krummer Bahn sich bewegt, so müssen 
immer eine oder mehrere Kräfte auf ihn einwirken, weil sonst die 
Bichtung der Bewegung sich nicht ändern könnte. Sind es mehrere 
Kräfte, so kann man sie zu einer Resultante vereinigen, so dass man 
immer sagen kann, der Punkt beschreibe die krumme Bahn unter Ein- 
wirkung einer Kraft P. 

Um eine Beziehung zwischen dieser Kraft und der Beschleunig- 
nng der Bewegung zu erhalten, hat man im allgemeinen drei Wege: 

a. Zerlegt man P parallel mit X und T in P, und P,,, so sind 
dies die Kräfte, welche die auf X und Y projizierte Bewegung hervor- 
bringen würden; man hat also: 

d^x _ d'^y 
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b. Zerlegt man P nach der Tangente «nnd Normale, so hat man^ 

dv 
da V die Geschwindigkeit in der Bahn ist, -tt far die Tangentialbe- 

schlennigping, also: 

^ dv 

Die Normalbeschleonigang ergiebt sich folgendermassen: Es sei 
(Fig. 81.) MM^=zd8 ein Element der Bahn, q der zn^ 
P*]^^ gehörige Erümmnngshalbmesser. Fällt man Yon ST auf 
die Normale in M die Senkrechte M' Q, so ist Jlf Q der 
in Folge der Normalbeschleunignng zurückgelegte Weg de& 
Punkts, indem man MM' als Diagonale eines Parallelo- 
gramms betrachten kann, dessen eine Seite in die Normale, die andere 
in die Tangente fällt. (Die Bewegung in der Tangente erfolgt wegen 
der schon vorhandenen Geschwindigkeit in der Bahn und wegen der 
Tangentialbeschleunigung.) Es ist aber: 

MM'^ ds^ 1 v^ ^ ^ 
2^ 2 ^ 2 ^ 

Da man nun för die unendlich kleine Zeit dt den Weg MQ 

mit gleichförmig beschleunigter Bewegung zurückgelegt annehmen, d. h. 

die Normalbeschleunigung als konstant betrachten kann, so ist nach 

v^ 
(1) — die Normalbeschleunigung, also: 

Q 

c. Zerlegt man P nach dem radius vector eines Polarcoordinaten- 
Systems und senkrecht dazu in Pr und P«, so hat man für den Punkt: 

x^=rco8(f) y=:zrsin(p 

m 

Pr^P^cosqi-hPySinq) , P,=zP,$inq)-' PyCOS(p 
nach den Werten von P, und P„ aus a. und weil: 

folgt: 

id^r fdcpYi ^ mi^ drdcp ^ d^q)\ 

- r dtX dtj' 
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1/7 1 ' 

-ft-*"^-^ lieisst die Flächengeschwindigkeit, da -ö-r^dfqp der in 

4er Zeit dt vom radins vector beschriebene Flächenranm ist. 

Wirkt F immer in der Bichtang des radins vector, so ist P, = 0, 

also r2-^= konst. 
dt 

3) Satz von der lebendigen Kraft. Wirkt auf einen Körper 

von der Masse m eine Kraft P, welche mit der Tangente der Beweg- 

ungsrichtang des Körpers den Winkel y bildet, so ist: 

dv 
m^ = Pcosy 



nnd da i? = 3T ist: 
dt 



dv ^ ds 
mv^^Pcosy^ 



dt ^dt 

mvdv = Pcosyds 

— w (t;2 — vi) =z / Pcosyds, 

-^mv^ heisst die lebendige Kraft des Körpers. 

PcosydSf die Kraft multipliziert mit dem auf sie projizierten 
Weg des Angriffspunkts, heisst die Elementararbeit der Sjraft. Die 
Summe aller Elementararbeiten oder die Arbeit der Kraft ist also 
gleich der Zunahme der lebendigen Kraft des Körpers. 

Ist P konstant in Richtung, so ist die Arbeit: Pfdscosy, also 

gleich der Kraft multipliziert mit der Projektion des ganzen Wegs auf 
die Sichtung der Kraft. 

(Näheres hierüber, sowie über die sonstigen Prinzipien der Me- 
ohanik und die Bedingungen ihrer Giltigkeit s. später in Abschnitt X.). 

4) Ist der Massenpunkt (Masse = 1) gezwungen, auf der Baum- 
kurve qp («, y, £r) = 

^(«,y, ^) = 
zu bleiben, so kommt der Druck iVder Kurve als weitere Kraft hinzu; 
«s seien N»j iV», N» die Axenkomponenten von iV, N, = Ncosa, Ny = 
Ncosß, N^ = Ncosy, wobei N^ = N:? + Ny^-hN^^; die Bewegungs- 
gleichnngen sind: 

(X, Y, Z die äusseren Kräfte); diese drei Gleichungen, zusammen mit 
^==0, tf;:=0 und der Bedingung 

Ns.dx + Ny.dyhN^.de=20, 
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dass iV.anf der Bahntangente senkrecht steht, gestatten, x^ y, z, 
JV«, A\, a; in ^ auszudrücken. 

Der Druck N der Bahn ist hiehei: 

iy = — (X CÖ5 a 4- Ycos ß-hZcosy)± — , 

wobei V die Bahngeschwindigkeit -tt und q der Krümmungsradius ist. 

Bei rauher Bahn ist die Reibung entlang der Bahntangente hin- 
zuzufügen. 

Ist der Massenpunkt genötigt, auf der glatten Fläche F(x,y,e) 
= zu bleiben, so wird 

^r^ = Z -f- Neos a , ^T^ = r+ Ncosß , -^ = Z-h Ncosy, wo 

1 dF ^ 1 8F 1 82i^ 

cosa=^ — • -r — 9 cos 8=: — . - — , cosv = — . — - ; 
0) 8« ^ OD 8y ^ m dz 

5) Zentralbewegung. 

Wirkt auf den Massenpunkt F von der Masse 1 speziell eine 
Kraft qp, deren Richtung bestandig durch einen festen Punkt 0, den 
Pol des PolarkoQrdinatensystems r, ^ geht und die nur von der Ent- 
fernung OP=r abhängt, so ist die Bewegung eine ebene; es sei v 

die Bahngeschwindigkeit t; = ^, p das Perpendikel von auf der 
Bahntangente, q der Krümmungshalbmesser, so gelten die Gleichungen : 

''dt 



r^.-^ = c 



v^ = vl^2^(f(r).dr = c^^~ 




r„ 



c^ dr p 



.^-"ra) r '^ d^^[r )]~~ p^' dr^^'[dt) . 



d^r 



dfi' 

Hiebei ist Vq die Geschwindigkeit für r=ro und c das Doppelte der 
Fläche, welche in der Zeiteinheit vom Fahrstrahl r beschrieben wird. 
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Aufgaben. 

(Freie geradlinige [1 — 12], freie krummlinige [13 — 34] und gezwungene 

[35-65].) 

1. Ein schwerer Punkt wird mit der Geschwindigkeit v auf- 
wärts geworfen, ein anderer fällt längs derselben Vertikalen. Wann 
treffen sie sich? 

Ist h der ursprüngliche Abstand , so treffen sie sich nach (h : v) 
Sekunden. 

2. Über eine Bolle ist ein Faden geschlungen, an dessen Enden 
die Massen m und m' befestigt sind. Welche Bewegung entsteht? 
(Atwoods-Maschine.) 

Wenn m'^^m', so bewegt sich m abwärts mit der Beschleunigung: 

m — m' 
w -+- w' ^' 
Wenn, nachdem tu von einer bestimmten Hohe gefallen ist, eine 
weitere Masse hinzugelegt wird (zu m oder m'), wie ändert sich die 
Bewegung? 

3. Ein Faden ist um eine lose Rolle und dann um eine feste 
geschlungen und trägt am Ende die schwere Masse m; die lose Bolle 
trägt die Masse m' und die drei Seilstücke sind vertikal. Welche Be- 
wegung entsteht? 

m erhält die Beschleunigung: 

2 m — m' 
2m-+-tm'^' 

4. Zwei Rollen sind im Abstand 21 auf derselben Horizontalen 
angebracht; über sie ist ein Faden geschlungen, welcher an jedem Ende 
eine Masse m trägt. In der Mitte zwischen beiden Bollen wird eine 
Masse m' befestigt. Wie weit &llt diese, wenn man sie frei lässt? 

m' erreicht die Tiefe: 

4 m m' { 
4 m2 — w'2* 

5. Ein Körper wird von der Erdoberfläche vertikal aufwärts ge- 
worfen. Welche Höhe erreicht er, wenn man auf die Änderung der 
Schwere Bücksicht nimmt? 

Ist r der Erdhalbmesser, v die Anfangsgeschwindigkeit, so ist 
die Höhe: 

6. Ein Punkt wird von zwei andern An. B nach dem allgemeinen 
Gravitationsgesetz angezogen. Wenn er sich anfangs auf derselben Ge- 
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raden mit den zwei andern nnd zwischen ihnen befindet, welche Ge- 
schwindigkeit gegen den einen der anziehenden Punkte muss man ihm 
erteilen, damit er die Stelle erreicht, wo die Anziehung beider Punkte 
gleich gross ist? 

Ist f die Anziehung des Punkts durch die Masseneinheit in der 
Einheit der Entfernung und sind 2 a und 2 a' die Anfangsabstände 
des Punkts von den beiden anziehenden , m und m' die Massen der 
letzten und v die gesuchte Geschwindigkeit gegen den um 2 a! ab- 
stehenden, so ist: 

^ = y/-^ •,/ r 

ya-f-a' 

6 b. Mit welcher Geschwindigkeit muss ein Projektil von der 
Oberfläche der Erde nach dem Monde geworfen werden (beide Himmels- 
körper als anziehend, jedoch rnhend vorausgesetzt), damit dasselbe ohne 
Bewegung zwischen ihnen stehen bleibt? 

Fallbeschleunigung an der Erdoberfläche 9,81 m. , Verhältnis der 
Massen von Mond und Erde 1 : 80 , Abstand beider Mittelpunkte 
51 800 Meüen (1 Meile = 7 420 Meter, Erdhalbmesser 860 Meilen). 

7. Ein Punkt wird von einem andern der Entfernung propor- 
tional angezogen. Welche Bewegung nimmt er an, wenn er anfangs 
in Bnhe war? 

Er macht Schwingungen zu beiden Seiten des festen Punkts, 
deren Amplitude die ursprüngliche Entfernung ist. (Anwendung auf 
die Schwingungen der Federn eines Wagens). 

8. Eine Kette liegt zum Teil auf einer horizontalen Ebene und 
hängt zum Teil über dieselbe herab. Welche Bewegung wird die Kette 
annehmen? 

Ist L die Länge der ganzen Kette, 2 der anfsuigs herabhängende 
Teil und z der zur Zeit t herabhängende Teil, so ist: 

. • t =y log nat — • 

Berücksichtigt man die Reibung, so ist: 

yT+ßy -^.t = lognat Z — A ^ ' 

wobei gesetzt ist: 
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9. An einem gerade gespannten elastischen Faden, der als ge- 
wichtslos betrachtet wird, werden zwei Punkte, welche den ganzen 
Faden in drei gleiche Teile teilen, gleich weit aber nur wenig aus der 
Gleichgewichtslage entfernt in der Bichtung des Fadens und dann frei- 
gelassen. Welche Schwingung entsteht? 

Ist 3 a die Länge des Fadens und E der Elastizitätsmodul, so ist : 

2^/f oder 2nj/^ 

die Schwingungsdauer, je nachdem die ursprünglichen Ausweichungen 
in gleichem oder in entgegengesetztem Sinne vor sich gegangen sind. 

10. Ein Punkt liegt zwischen den Sitzen zweier gleichen Kräfte, 
von denen er der Entfernung proportional angezogen wird. Die Lage 
des Punkts und die Schwingnngsdauer zu bestimmen, wenn a von der 
Mitte aus gerechnet und angenommen wird, dass der Punkt anfangs 
um a von der Gleichgewichtslage entfernt und dann freigelassen wor- 
den sei. 

x^acost y2f ist die Bewegungsgleichung {f hier und später 
wie in 6), also die Schwingungsdauer: 

n 

Wf 

11. Der Mittelpunkt einer Kraft bewegt sich gleichförmig auf 
einer Geraden und zieht einen auf derselben (Geraden beündlichen 
Punkt der Entfernung proportional an. Die Bahngleichung zu finden* 

X = a -'cht -»f Asint yf-k- B cos t yf, 

12. Dieselbe Aufgabe, wenn der Mittelpunkt der Kraft gleich- 
förmig beschleunigt sich bewegt. 

X =: a-hht + lcf^-hÄsint yf-h B costyf. 

13. Wenn ein Körper geworfen wird, so ist seine Geschwindig- 
keit in irgend einem Punkt dieselbe, wie wenn er von der Direktrix 
der Parabel aus zu dem Punkt frei herabgefallen wäre. 

14. Auf einer schiefen Ebene wird ein Körper in einer zur schie- 
fen Ebene senkrechten Vertikalebene geworfen. In welcher Bichtung 
muss dies geschehen, wenn er bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit 
möglichst weit vom Ausgangspunkt auffallen soll? 

Die Bichtung muss den Winkel zwischen der Ebene und der 
Vertikalen halbieren. Was ist der geometrische Ort der entfern- 
testen Auffallpunkte für verschiedene schiefe Ebenen? 

15. Wenn von einem Punkt aus zu gleicher Zeit Körper mit 
gleicher Geschwindigkeit nach allen möglichen Bichtungen geworfen 
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irerden, so befinden sie sich nach einer beliebigen gegebenen Zeit auf 
«iner Engel. 

16. Wenn ein geworfener Körper eine Gerade zweimal trifft, so 
sind die Komponenten der Geschwindigkeiten senkrecht znr Geraden in 
«den zwei Punkten gleich, aber entgegengesetzt. 

17. In welcher Eichtnng muss ein Körper geworfen werden, da- 
mit er anf einer schiefen Ebene , die senkrecht anf seiner Bahnebene 
steht, senkrecht anfMlt? 

Ist ß die gesuchte Horizontalneigung, a die der schiefen Ebene, 
so nmss sein: 

^9 iß — «) = i ^^ öf. 

18. Wenn zwei Körper von demselben Punkt aus mit verschie- 
denen Geschwindigkeiten nach verschiedenen Richtungen geworfen wer- 
den, welche Zeit verfliesst zwischen ihren Durchgängen durch den 
zweiten ihren Bahnen gemeinschaftlichen Punkt? 

Sind V und v' die Anfangsgeschwindigkeiten mit den Horizontal- 
neigungen a und «*, so treffen sie sich wieder nach t Sekunden, wenn: 

2 vv' sin (a — «') 



g vcosa-^v' cos a'' 

19. Ein Körper wird mit gegebener Geschwindigkeit nach ge- 
gebener Richtung a geworfen. Eine Sehne, die vom Ausgangspunkt 
zn einem beliebigen Punkt der Parabel geht und deren Horizontal- 
neigung ß gegeben ist, würde mit der Anfangsgeschwindigkeit gleich- 
förmig in w Sekunden zurückgelegt. In welcher Zeit wird der zuge- 
hörige Parabelbogen zurückgelegt? 

cosß^ 



In ^n 



COStti 



Sekunden. 



20. Eine Kanone wird auf die Spitze eines Turms gerichtet, der 
Schnss trifft in ^Sekunden den Turm in der Horizontalebene durch die 
Kanone. Ein zweiter Schuss mit anderer Ladung und doppelter Ele- 
vation trifft die Spitze des Turms in ^'Sekunden. Wie weit ist der 
Turm entfernt? 



^'"V^- 



21. Die Zeit, welche ein geworfener Körper zur Zurücklegung 
eines Bogens braucht, der von einer durch den Brennpunkt gehenden 
Sehne abgeschnitten wird, ist der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der Geschwindigkeiten in den Endpunkten der Sehne pro- 
portional. 
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22. Von zwei Punkten derselben Vertikalen werden zwei Körper 
nach gleicher Bichtnng mit gleicher Geschwindigkeit geworfen. Zieht 
man von irgend einem Punkt der obem Bahn Tangenten an die untere, 
so wird der Bogen zwischen den Berührungspunkten immer in dersel- 
ben Zeit zurückgelegt. 

23. Zwei Körper werden von verschiedenen Punkten aus gewor- 
fen mit gegebenen Geschwindigkeiten nach gegebenen Richtungen. 
Wann und wo haben sie den kleinsten Abstand? 

Man betrachte die relative Bewegung des einen Körpers zum 
andern, indem man diesen als ruhend betrachtet, also dem ersten, 
noch die entgegengesetzte Geschwindigkeit des zweiten giebt imd 
von der Fallbewegung absieht. 

24. Ein Punkt beschreibt eine Ellipse unter der Einwirkung einer 
Kraft, welche der kleinen Axe beständig parallel ist. Was ist die er- 
teilte Beschleunigung? # 

Ist V die Geschwindigkeit parallel der grossen Axe, sind a und j^ 
die Halbaxen und y die zu ß parallele Ordinate, so ist die Be- 
schleunigung: 

25. Ein Punkt beschreibt eine Cycloide unter der Einwirkung 
einer Kraffc, welche der Basis parallel ist. Was ist die erteilte Be- 
schleunigung? 

Ist t; die Geschwindigkeit senkrecht zur Basis, r der Halbmesser 
des erzeugenden Kreises und (p der Winkel, den ein bestimmter 
Halbmesser beschrieben hat, so ist die Beschleunigung: 

2r8inq)sin\ gp^* 

26. Ein Punkt wird in der Ebene eines Quadrats nach belie- 
biger Richtung geworfen und bewegt sich unter der Einwirkung von 
vier Kräften, welche ihren Sitz in den Ecken des Quadrats haben und 
der Entfernung proportional anziehen. Welche Bahn beschreibt der 

Punkt? 

Eine Ellipse. Die Bewegung findet statt, wie wenn die vier an- 
ziehenden Punkte in ihrem Schwerpunkt vereinigt wären. 

27. Ein Punkt beschreibt eine Cycloide unter der Einwirkung 
einer Kraft F, welche im Mittelpunkt des erzeugenden Kreises ihren 
Sitz hat. Was ist die Kraft und wie bewegt sich ihr Sitz? 

Die Kraft ist konstant und ihr Mittelpunkt bewegt sich gleich- 
förmig. 
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28. Ein Punkt beschreibt eine beliebige gegebene Bahn unter 
der Einwirkung einer Kraft, welche in einem gegebenen Punkt ihren 
Sitz hat. Die Kraft als Funktion der Entfernung des Punkts vom 
Sitz der Kraft anzugeben. 

Nimmt man den Punkt als Ursprung eines Polarsjstems und ist 
h^ die doppelte Flächengeschwindigkeit, so hat man für die Central- 
beschleunigung F die Gleichung: 

Zum Beispiel: 

a) E)lipse, Kraft im Mittelpunkt > a und ß Halbaxen: 

b) Kegelschnitt, Kraft im Brennpunkt: 

c) Kreis, Kraft im Umfang: 

d) Lemniscate (r^ = 2a^coe2q>)f Kraft im Doppelpunkt; 

F = 12 ^. 

29. Eine Centralkraft ist als Funktion der Entfernung gegeben, 
man soll die Bahn finden. 

Setzt man in die fftr F gefundene Gleichung (28) den bekannten 

Wert von F ein, so erh&lt man eine zu integrierende Differential- 

- gleichung. Einfacher wird die Integration, wenn man bemerkt, dass : 

dv 



_ A4 I 1 ci2 H 



d(p2 r) dr 

ist. Setzt man den letztem Ausdruck der gegebenen Funktion gleich 
und nach der Integration: 

SO ergiebt sich durch nochmalige Integration r als Funktion von qp. 

80. Die Zeit zu finden, in welcher ein Bogen der Parabel be- 
schrieben wird unter der Einwirkung einer Kraft, welche dem Quadrat 
der Entfernung umgekehrt proportionaUist. 

Geht der Bogen vom Scheitel aus, ist h^ die doppelte Flächen- 
geschwindigkeit und (p der vom radius vector zurückgelegte Winkel, 
so ist die gesuchte Zeit: 
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31. Wenn man die Erdbahn als Kreis annimmt and ein Komet 
in derselben Ebene eine Parabel um die Sonne beschreibt, so kann 
der Komet innerhalb der Erdbahn höchstens 78 Tage bleiben. 

32. Ein Körper wird von einer Kraft angezogen, welche zum 
Teil der dritten, zum Teil der fünften Potenz der Entfernung umge- 
kehrt proportional ist. Die Anfangsgeschwindigkeit ist dieselbe, wie 
wenn der Körper vom Unendlichen aus unter Einwirkung jener Kraft 
gefallen wäre, und bildet mit dem radius vector einen Winkel, desseo 
Tangente v^2 ist; ferner sind die zwei Teile, aus welchen die Kraft 
besteht, anfangs gleich. Was ist die Bahn? 

Ihre Polargleichung ist: 

a 

32 b. Von dem untersten Punkt eines aufrecht stehenden Kreises 
geht eine der Entfernung proportional wirkende Kraft au9, welche einen 
auf der Kreislinie ohne Beibung beweglichen materiellen Punkt anzieht, 
der ausserdem noch der Wirkung der Schwere unterliegt. 

Wenn die Geschwindigkeit des Punktes an der obersteh Stelle 
oder vielmehr unendlich nahe dabei ■==> ist, wie gross ist seine Ge- 
schwindigkeit an der untersten Stelle? Wie gross ist irgendwo der 
Druck auf die Kreislinie? Man diskutiere die Bewegung auch hin- 
sichtlich des Zeitintegrals. 

33. Im Mittelpunkt einer Kugelfläche ist der Sitz einer Kraft^ 
welche dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional ist. Wenn 
ein Punkt unter der Einwirkung dieser Kraft von der Kugelfläche aus 
gegen den Mittelpunkt fällt und ehe er ihn erreicht, an beliebiger 
Stelle mit der erlangten Geschwindigkeit nach beliebiger Bichtung ge- 
worfen wird, so beschreibt er unter Einwirkung der Kraft im Mittel- 
punkt eine Ellipse, deren grosse Axe gleich dem Halbmesser der 
Kugel ist. 

34:. Ein Körper beschreibt eine Parabel unter der Einwirkung 
einer dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft, 
die auf dem Umfang einer Ellipse ihren Sitz hat. Die Brennpunkte 
der Ellipse liegen auf der Parabel. Man soll beweisen, dass die Zeit^ 
die der Körper vom einen Brennpunkt zum andern braucht, immer 
dieselbe ist, wo auch der Sitz der Kraft auf dem Umfang der Ellipse 
angenommen wird. 

35. Der Fall durch alle Sehnen eines vertikalen Kreises dauert 
gleich lang, wenn sie durch den höchsten oder tiefisten Punkt gehen. 
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86. Diejenige Gerade zu finden, auf welcher fallend ein Körper 
von einem gegebenen Punkt aus eine gegebene Gerade in derselben 
Yertikalebene am schnellsten erreicht. 

Beschreibe einen Kreis, der im gegebenen Punkt eine horizontale 
Tangente hat und die gegebene Gerade berührt. Der Berührungs- 
punkt ist der Endpunkt der gesuchten Geraden. 

37. Diejenige Gerade zu finden, auf welcher fallend ein Körper 
von einem gegebenen Punkt aus einen gegebenen Kreis in derselben 
Yertikalebene am schnellsten erreicht (oder am langsamsten). 
Ähnlich wie vorher. 

88. Den geometrischen Ort der Punkte zu finden, welche von 
zwei Körpern, die zu gleicher Zeit von zwei gegebenen Punkten aus 
auf Geraden fallen, zu gleicher Zeit erreicht werden. 

Man erhält ein Hyperboloid mit zwei Mänteln, welches die Yer- 
tikalebene durch die zwei Punkte in einer gleichseitigen Hyperbel 
schneidet. Die Berührungsebenen in den zwei Punkten sind horizon- 
tal. Wie ist die Frage zu stellen für Punkte, welche oberhalb beider 
horizontalen Berührungsebenen liegen? 

89. Auf welcher Geraden erreicht ein fallender Körper eine 
Parabel mit vertikaler Axe vom Brennpunkt aus am schnellsten? 

Ist y^=^2px die Gleichung der Parabel, so geht die Gerade zu 
dem Punkt der Parabel, für welchen x = Ip ist. 

40. Auf welchem radius vector erreicht ein fallender Körper 
eine Ellipse mit vertikaler grosser Axe vom obern Brennpunkt aus am 
schnellsten? 

Die Yertikalneigung & des Radius ist Null, wenn die Exzentri- 
zität e<<i; im andern Fall ist: 

2e 

41. Auf welchem radius vector erreicht ein fallender Körper eine 
Ellipse mit horizontaler grosser und geneigter kleiner Axe vom Brenn- 
punkt aus am schnellsten? 

1 — y8e2-Hi 

cos & = -. . 

4« 

42. Die Zeiten zu vergleichen, die ein Punkt braucht, um längs 
eines Bogens der Lemniscate {r^z=2a^sin2(fi) vom Doppelpunkt aus 
zu fallen und um längs der zugehörigen Sehne zu fallen, wenn die 
Axe unter 45^ gegen den Horizont geneigt ist. 

Die Zeiten sind gleich. 
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43. Auf zwei schiefen Ebenen , welche nach oben in einer Ho- 
rizontalen zusammenstossen, liegen zwei schwere Körper durch einen 
Faden verbunden, der da, wo die Ebenen zusammenstossen, über eine 
Bolle geht. Welche Bewegung findet mit Berücksichtigung der Reib- 
nng statt? 

Sind a und a' die Horizontalneigungen der Ebenen, m und m' 
die zwei Massen, so ist die Beschleunigung von m, wenn diese Masse 
abwärts geht: 

Wann findet Gleichgewicht statt? 

44. Ein schwerer Pankt wird auf einer Cycloide, deren Scheitel 
unten liegt, in einer vertikalen Ebene durch einen andern gleich 
schweren in die Höhe gezogen, der mit ihm durch einen Faden ver- 
bunden ist, welcher über eine kleine Rolle im höchsten Punkt der 
Cycloide geht. Welche Zeit ist nötig, um den Punkt in die Höhe 
zu ziehen? 

4- 

— *>/2, wenn t die Fallzeit durch einen Cycloidenbogen ist, der 

im tiefsten Punkt sich endigt. 

45. Auf die nach oben gehende konvexe Seite einer Kurve in 
einer vertikalen Ebene wird ein schwerer Punkt gelegt und ihm eine 
Geschwindigkeit in der Richtung der Tangente erteilt. Wo verlässt 
er die Kurve? 

In demjenigen Punkt, wo die doppelte Geschwindigkeitshöhe 
gleich der Projektion des Krümmungshalbmessers auf die Vertikale 
ist. Damach ergiebt sich der Punkt bei Kreis und Cycloide ein- 
fach. Bei der Parabel besonderer Fall. 

46. Die grosse Axe einer Ellipse liegt vertikal. Mit welcher 
Geschwindigkeit muss ein Punkt vom Endpunkt der kleinen Axe aus 
auf der Innenseite sich bewegen, damit er nach dem Verlassen der 
Ellipse durch den Mittelpunkt falle? 

^°" 3>/3.i3 ^• 

47. Ein dünner Faden ist um einen Kreis gewunden und trägt 
am Ende einen materiellen Punkt, welcher vom Mittelpunkt der Ent- 
fernung proportional abgestossen wird. Was ist die Spannung des 
Fadens und wie lang dauert es, bis^ine Windung abgewickelt ist? 

27r 

Spannung =2rtfyf. Zeit =z--^,(fvaQm 6). 
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48. An einem Kreis ist ein Faden befestigt und an dessen Ende 
«in materieller Ponki Der £reis liege in einer horizontalen Ebene, 
der Faden werde anfangs in dieser Ebene gespannt erhalten und der 
Punkt erhalte eine Geschwindigkeit Vq senkrecht zum Faden. Wie 
JfiXig dauert es, bis er ganz aufgewickelt ist? 

Ist r der Halbmesser des Kreises, l die Länge des Fadens, so ist 
die gesuchte Zeit: 

2rvo 

49. Ein Faden ist um einen Cylinder mit horizontaler Axe ge- 
schlungen, wird gespannt erhalten und einem an seinem Ende befestig- 
ten schweren Körper wird eine Geschwindigkeit senkrecht zum Faden 
erteilt. Wie gross muss diese Geschwindigkeit sein, damit der Faden 
sich ganz aufrolle? 

Ist r der Halbmesser des Cylinders, l die Länge des nicht aufge- 
rollten Fadens und a der Winkel des Halbmessers zum Berührungs- 
punkt mit der Vertikalen, so muss für die gesuchte Geschwindigkeit 
Vq sein: 

^0 > 2 flf p (1 -h «in a) - r (f TT — a -h cOÄ «)] -h r ^. 

50. Zwei Körper von verschiedenen Massen m und m' liegen auf 
glatter horizontaler Ebene und sind durch einen Faden verbunden, der 
durch einen festen Bing geht. Wenn der erste eine Geschwindigkeit u 
senkrecht zu seiner Verbindungslinie mit dem Ring erhält, was ist die 
Spannung des Fadens zu beliebiger Zeit und wann erreicht der zweite 
Körper den Bing? 

Ist a die Anfangsentfemung des ersten Körpers vom Bing, r die 

Entfernung zu beliebiger Zeit, L die ganze Länge des Fadens, so ist: 

« mm' u^ a2 

Spannnng = ^^-^ -^ 



Ym-\-m' 



Zeit = »""7'" Vl^Ä 
uym 

51. Um wie viel muss die eine Schienenreihe einer Eisenbahn 
höher gelegt werden als die andere, wenn bei gegebener Geschwindig- 
keit des Zugs und gegebener Krümmung der Bahn der Druck auf beide 
Schienen gleich sein soll? 

Ist r der Krümmungshalbmesser, a die Spurweite, v die gegebene 
Geschwindigkeit, so ist die Erhöhung: 

at72 



y r2 ^2 4- 174 

52. Zwei durch einen Faden verbundene Kugeln sind längs einer 
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Geraden beweglich, die in einer horizontalen Ebene am einen festen 
X Punkt sich dreht. Was for eine Bewegung entsteht? (Schwung- 
maschine.) 

Dieselbe, wie wenn der Schwerpunkt allein sich bewegen würde 

58. Ein Körper fällt anf einer schiefen Ebene und steigt danü 
auf der innern Seite eines vertikalen Kreises; wie gross darf dieser Kreis 
sein, damit ihn der Körper nicht verlässt? (Centrifngaleisenbahn.) 

Ist h die ganze Höhe, von der der Körper herab^llt, r der Kreis- 
halbmesser, so ist: 

r<|Ä. 

53 b. In die Oberfläche eines aufrecht stehenden Drehnngskegels 
ist längs einer Loxodrome eine Rinne yon halbkreisförmigem Querschnitt 
eingeritzt, in welcher eine hineinpassende Kugel ohne Reibung gleitet. 

Wie gross ist der Druck und wohin gerichtet, den sie, mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Vq von irgend einer Stelle der Bahn abge- 
gangen an einer beliebigen Stelle auf die Bahn ausübt. Wird die 
Kugel einmal von der Bahn abspringen und dann wo? 

54. Ein Punkt ist durch einen Faden an einen festen Punkt ge- 
bunden und wird von einem sehr entfernten Punkt nach dem allge- 
meinen Gravitationsgesetz angezogen; man soll zeigen, dass die Dauer 
kleiner Schwingungen um die Gleichgewichtslage, der Entfernung des 
anziehenden Punkts proportional ist. 

55. Zwei schwere Punkte sind durch einen starren gewichtlosen 
Stab verbunden; um welchen Punkt muss sich der Stab drehen, damit 
die Schwingungsdauer -ein Minimum sei? 

Ist L die ganze Länge, sind m und m' die zwei Massen, so ist 
die Entfernung von m: 

- t/m + i/m' ^ 

Wl H- Wl 

56. Zwei Punkte ziehen sich umgekehrt proportional dem Quadrat 
der Entfernung an und sind genötigt, von der Buhe aus auf zwei zu 
einander senkrechten Geraden sich zu bewegen. Wann treffen sie den 
Schnittpunkt der Geraden? 

Ist a die Anfangsentfemung, f die Anziehung in der Entfernung 
Eins, so ist die Zeit für beide dieselbe, nämlich: 

naya 

21/2/ 

57. Ein Bing ist über einen Stab geschoben, der sich in hori- 
zontaler Ebene um einen festen Punkt gleichförmig dreht. Was ist 
die Bewegung des Rings? 
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f 

Ist 00 die Winkelgeschwindigkeit des Stabs, r die Entfernung de» 
Eings Yom Drehpunkt, so erhält man: 

A und B sind Eonstanten, die sich aus dem Anfangszustand be- 
stimmen. 

58. Dieselbe Aufgabe, wenn sich der Stab in einer Yertikaleben» 
gleichförmig dreht. 

59. Ein gewichtloser Stab trägt am einen Ende einen schwerer» 
Punkt, das andere Ende bewegt sich geradlinig und gleichförmig. 
Wenn alle Bewegungen in horizontaler Ebene vor sich gehen, welch» 
Bahn beschreibt der schwere Punkt? 

Eine Cycloide (gewöhnliche, yerlängerte oder verkürzte). 
Die relative Bewegung ist eine gleichfCrmige in einem EJreis. 
cf. 27. 

60. Dieselbe Aufgabe, aber das zweite Ende hat eine gleichförmig 
beschleunigte Bewegung. 

Die relative Bewegung ist eine gleichförmige in einem Ereis. 

61. Auf schiefer Ebene fällt ein Körper. Die schiefe Ebene hat 
selbst eine geradlinige gleichförmige oder gleichförmig beschleunigte 
Bewegung, wobei jedoch jede Linie des steilsten Falls in derselben 
Yertikalebene bleibt. Was ist die Bahn der absoluten Bewegung des 
Körpers? 

Im ersten Fall eine Parabel, im zweiten eine Gerade. 

62. Die Bewegung eines Punkts zu bestimmen, der im Innern 
einer geradlinigen Bohre sich bewegt, welche um die Vertikale als Axe 
einen Kegel mit gleichförmiger Geschwindigkeit beschreibt. 

Ist a die Neigung der Bohre gegen die Vertikale und oo die 
Winkelgeschwindigkeit der Projektion der Bohre auf die Horizontal* 
ebene, r der Abstand des Punkts von der Kegelspitze, so ist: 

63. Die Bewegung eines Punkts zu bestimmen, der längs einer 
Ebene geworfen wird, die sich um eine horizontale Axe gleichförmig 
dreht. 

Zählt man die x parallel der Drehaxe und ist r der Abstand des 
Punkts von der Axe, so ist: 

2(02 

Wo verlas st der Punkt die Ebene? 



^2 
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64. Ein kreisförmiger Ring dreht sich in horizontaler Ebene am 
«inen Pmikt seines Um&ngs gleichförmig. Am entgegengesetzten Ende 
des Durchmessers dnrch den Drehpxmkt befindet sich anfangs ohne 
relative Geschwindigkeit ein materieller Punkt, welche Bewegung nimmt 
dieser an? 

Die relative Bewegung ist die eines Pendels. 

65. Die Bewegung eines schweren Punkts in einer vertikalen 
Ebene zu bestimmen, welche sich um eine vertikale Aze in ihr gleich- 
förmig dreht. 

Ist r der Abstand von der Axe, z die Tiefe unter der Anfangs- 
lage, so erhält man: 

2a)r = (a)a-f-a)«*"V(<»a — a)c"*"' 



und: 



z^ht'^\gi\ 



wobei a, a und h die Anfengswerte von r, -^rr und ^rr sind. 



dt 



dt 



Auflösungen. 
Zu 1. Für den aufwärts geworfenen ist s^^^vt-^-^gf^, für 

den fallenden: 52 = ~ö~^^^' ^^ ursprüngliche Abstand ist ä, dieser 

ist beim Zusammentreffen gleich der Summe der zurückgelegten Wege, 

also h^iSi+s^^^vt, also findet das Zusatnmentreffen statt zur Zeit 

h 
t = —. 

V 

Zu 2, Die bew^ende Kraft ist (m — m')^, die zu bewegende 

Masse m-^m', also die Beschleunigung rg. Also zur Zeit ti 

m — w* 
die Geschwindigkeit: ■;;;;;^^ — rgt^. Wird jetzt p zu m' gelegt, so ist: 



m 



m 



. m — m''—p dx m — m' w — m'— » ,. 



m-hm* -k-p dt m-i-m^ '^ m-j-m' -i-p 

Zu 3. (Fig. 88.) 8 sei die Spannung des Fadens (die Koordi- 
naten z und is' sind in der Fadenricht- 
ung von der Horizontalen OX aus ge- 
p^^j rechnet); man hat für die Bewegung 
von mg und m'g: 

d^z 
m 




m' 



^^2 =w'^-2Ä, 



dt^ 
d^z' 



Y. Bewegung eines Punkts. 



9S 



da 



dz= — 2ds^ , so folgt: -r^ = — 2 



0^« 9-^=-^[9-^-i) öder 



also: 



^ 3 mm' g , 

8=:-. —, und: 

^m -hm 



e 



dt^ 



48 S ^ 
mm 

8 4m — 2m' 



dß ^ m 4m- 

d^z' 2S_ 

dt^ "^""m'"" 



m' 



- 2 m -i- m' 
4m4-m' 



Ö^. 



Zn 4. (Fig. 84.) JTach dem Satz yon der lebendigen Kraft ist: 



ym'i;'2H-2.-2-mt;2 



l 



= m'glcot<p^2mg(^^r^--l]. 



für die tiefste Lage ist i;' = nnd 
i; = 0, also: 

m'cö5 qpo — 2m(l — 5mg}Q) = 

1 — sin (jpQ 




fij-i^' 



•n.. 



tiefste Senkung: 



cosq)Q 



=^^(450-1^0)=^. 



m 



4mm' Z 



lcotq>o = Z^^(90 - (fo) = « ;^ = 4^2_^^2 



ei2;9 



1 — 



*2 



4 m* 



Zu 5. (Fig. 85.) -^ = -^ (y.^^)2 (-^ vom Erd- 

fdzV r^ 

boden vertikal aufwärts gerechnet); [-rr] =2g——— 

-¥ const. oder v^ = 2gr'h const., 

wenn v die Oeschwindigkeit vom Boden aus {z = 0), 
also ist: 

«•2 




[dtj - 



2^ 



Die höchste Höhe sei h, also: 

«*2 



t? 



2_ 



2gr. 



2gr 



2 



= 2^— — T4-«?2_2^r , r-hh^^r-^ = 

^rH-Ä ^ ' 2^r — i;* 

h = - 



V 



2 



2^- 



v 



2 
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Zu 6. (Fig. 86.) Der Abstand des Punktes von A sei Xj 
man hat: 

n^sb, ^'" ^''^ ^^ 



2 ^2 



▼. 



1« 



1«. 



B 



'dA^ _ 2mf 2wY 

Für o; = 2 a erhält der Punkt 



die Geschwindigkeit Vq, also: 



vl = 



mf 2nCf 



woraus c. 



a a 

Soll B erreicht werden, so darf die Geschwindigkeit nicht Null 
werden, bis der Punkt erreicht ist, wo die Anziehung von A und B 
gleich ist. Sie muss hier noch positiv sein. Bestimmt man den Wert 

Cv X 

von Vq, für welchen ^ an jener Stelle Null ist, so muss die Geschwin- 
digkeit >t;() sein. 

Der Punkt gleicher Anziehung sei x^ also: * 



m 



m 



das Minuszeichen ist nicht zulässig, weil sonst o^^ > 2 (a + a') 



2(OH-0') „, 

xi = 7= , 2(<n-a')-«i = 

1 + /- 
' m 

Dann ist für diesen Wert von x^: 



IH- 



' m 



«j=2«»n2^-2(^-P^ 



-h2w'/- 



IH- 



/^ I 



2 a' 



2(a + a') 









^ ri/TT ^f ^/zj 



Aym.aJ-Vm' .aY 



Vo = Vf 



aal (a -ha') 



V(a + a') 
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Zu 7. -^=i^px , x=-Acos{tVp)'^Bs%n{tVp)y «Abstand 

des bewegten Punktes von der Ruhelage, p Anziehung in der Ent- 
fernung Eins. 

„ ^ L dr Z A vi -w^ —vt o 9 

Zu 8. — ^72 = i^»^ = -^c-4--Be, wenn p^ = -j- 

g=zl für < = , also Ä-hB^l 

dz 1 

^ = für < = , also Ä — J5 = , sonach -4 = JB = -g-?. 

^ 7/j»* . —PK 2^ pt 8p* 1 pt ^ i y^ — ' 

,Z = Y^^^ +e ) , -je =6*^ 4-1 , ^ =7"- «2 ' 

das Pluszeichen ist allein brauchbar, weil dann allein bei wachsendem 
t auch z zunimmt. 

t=J^ — logncst = 

L d^z 
mit Reibung: — ^ = ;ef — |u (X — ;ery= (1 ^i^)z — ßL 

V 






Zu 9. Jl jB sei durch C und D in Drittel geteilt in der Reihenfolge 
A, C, D, JB, C sei zur Zeit ^ um ^ und D um z nach rechts ver- 

E y 

schoben; die ursprungliche Spannung T ist jetzt in JIC zu T-h — — , 

in CD zu T+jB? ^ und in J?D zu T—E — geworden (Quer- 

schnitt =1). 

dr V Ev Z "^ y E 

d^z ^ E E E 

j^ + ;j^=— — {v + z\ ; y^e = Acosty — "* 

d«« <?<« a^ ^ ' y ' f' a \dy_nil_n 

Ist für ^ = y = ;8f, so ist -ä'==0, wenn aber y=: —z, so ist 

1 /JE7 

^ = 0; im ersten Fall ist zz= -^AcostJ/ — , im zweiten y = — z 

2 r a 
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Zn 10. Der Punkt habe die Abscisse a, die Sitze der zwei 
Kräfte haben den Abstand a, man hat: 

^ = — /•.«-t-r(a— «) = /^.(a— 2«). 

1 



Rechnet man von der Mitte aus ajj = -s- a -f- «, so ist 



d'^xi 



Zu 11. Znr Zeit t hat der Punkt die Abscisse a, der Sitz der 
Kraft ist in a-hbty also Entfernung («— a — &0, folglich: 

Setzt man y=^(x — a — hf), so ist 

-ä^='-fy » y^AamtVf-^BcostVf, 
also: x=^a-\-})t -h^srniVf^ BcostVf. 

Zu 12. Grenau wie die vorige Lösung, nur dass y=za'hbt 
-h -^ct^ ist, also: 

x^a-^-ht-h-K^ct^ + AsintVf-^ BcostVf. 

Zu 13. (Fig. 87.) Die höchste Höhe, die der geworfene Körper 
^^ gy erreicht, der Scheitel der Parabel^ 

^ habe die Ordinate H, also die Direk- 

trix die Ordinate JEr-h-^-i?, wena 

p der Parameter der Parabel ist. 

' Ist t?Q die Anfangsgeschwin- 

1 v\ cos^ a 

digkeit, so ist: x^^v^cosa.t ,y:=^VQS%na.t — s"^^ »-P = • 

^ 9 

v^ sifi^ cc v^ 

Die höchste Höhe ist jET = -^ , also Ordinate der Direktrix ^-^^ 

Für eine beUebige Ordinate y ist *« = ..?- 2 ^y = 2^(g-y) 
worin der Satz liegt. 

Zu 14. (Fig. 88.) Man löse zunächst die Aufgabe, von einem 
gegebenen Punkt aus durch einen Wurf mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit Vq einen gegebenen Punkt M zu- treffen. OM=zd bilde den 
Winkel ß mit X Man hat 
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x = Vq cos a . t 

yz=VQsina,t 2'^^^' 

Wird M nach ti Sekunden getroffen, so ist: 
d.cosß=iVQCOsaJi 

d.sinßz=:VQsmaJi — ö'ff^l* 
Dnrch Division dieser zwei Gleichungen: 




wenn man ]c = 



gd 

2 vi 



VI cos^ a 



setzt. 



kcosßtg^a-'tga + tgß'\'kcosß:=Oy 
woraus zwei Werte «j und «2 von «, für welche: 

1 ^ ^ tgß-hkcosß 

^—^9(^\*gf^^Y^ ' ^^(«1 H- 0^2) = — cö^jS ; «1 + «2=-« -+-/?• 

-^-^ — ^ = 450 + — |S, d. h. die zwei Wurfrichtungen bilden gleiche 

Winkel mit der Halbierenden OJVdes Winkels YOM. Femer ist: 

1 —tga^tga^ __ cos {a^ + «2) _ —sinß 

1-^tgai tga^ *" cos{ai — «2) ~" ^^ß "** ^Äcos^ jj* 

Da aber cos(ai + a2) = — siwjS, so ist far tga)=::2kco3ß: 

^ sin (ß-hao) 
cos(a^-a2) = sinß-]-2kcos^ß=z ^^^^^ . 

d ist Maximum, wenn es k ist, aber: 
n igct—igß cosaSin{a — ß) 2 ^ ^^ 2 ^ 

Je COSS = -z ^-s — = 



cosß 



cosß 



k ist Maximum, wenn (2 a — 13) = i2 , « = 45^ -f- -5- ft dann ist: 



k = 



1 — sinß 



d 



vi 



gil-hsinßy 



2cos^ß 2(1-^ sinß) 
Dies ist die Polargleichung einer Parabel. 

Setzt man dcosß:=x , d^|? = t^, so ist durch Elimination 
von ß: 



V 



-5- = l/^2^.y2 



V 



Vi 



y 



X' 



+ y' = J--2-fy4-y 



2 



oder: 

Zeoh, Anfgaben ans der Mechanik. 2. Aufl. 



V* IV* 

g \^g 



y 
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Zn 15. x^VQCOSa.t 



Kreis in der Vertikalebene XT, also Kugel im Baum. 

pj gg Zu 16. (Fig. 89.) Die (Komponente in O 

senkrecht zu ONiat VQ8in(a'-ß), 
f^ Im Punkte N ist: 

a = VQC08a.t , y = VQSina.t — -ö'ö'^^ 




jj=zVQC08a , j''- = VQStna — gt 

Gomponente in N senkrecht zu ON: 

dy dx 

^ cosjS— ^ «inj? = Vq sin (a^ß)--gtcosß] 

es ist aber: 

1 , 
VQSma — ^gt ^ 

-^=:tgß = z-TTT— — ; -^gt^VQsina — VQCOSatgß 

9 VQ LOS U u 

_ sm(a — ff) 
und daher: "" ^ cosß 

VQ8in(a—ß)—gtco8ß=VQsin{a—ß)^2vQsin(a'—ß)=—VQSm(a — ß), 
also entgegengesetzt der ersten Componente. 

Zu 17. (Fig. 90.) Man hat: 

a=zvQCOsß,t y = VQ8mß,t ttSI^^' 

F 90 

Der Wurf geht von der schiefen Ebene aus. 

y 

Wenn ^z=:tga, so hat man in diesem 

dy 

dy dt 

Punkt :t^ = — co^a = 3-, also hat man: 
ax ax 

dt 

dy 

^=:VQ8inß — gt=^^VQC08ßcotga ; es ist aber y=ixtga, oder: 

VQ8inß-~-Y9t = ^QC08ßtga ; durch Elimination von t : 

8inß=.2cosßtga'hco8ßcota 

tgßz=2tga'^cota ; und tg(ß — a) 

tga -h cota ^ 1 
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Zu 18. Die Bahn des einen Körpers sei 

0! =^v cosa .t , ys=t?5m aJ — -K-gt^ 

des zweiten: ai^ViCosuiJ , yi=ViSinai.^ — ö"^^^« 
Eliminiert man t, so ergiebt sich: 



at 



^tga — 



2v^cos^a 



X 'i — == tgai — 



2vlcos^ai^' 



Ist der gemeinschaftliche Punkt |, rj, so ergiebt die Subtraktion 
der zwei Gleichungen: 

Y^i^Jl^.^v^^^ 5 oder 

. 2 (tg ai—tga) v^ cos^ a . vi cos^ a^ 

g v^cos^a — vlcos^ai 

2 sin{ai — a)v^cosa,v\co$ai 
"" g v^cos^a — vlcos^ai ' 
also Zeit, die der erste Körper bis dahin braucht: 

_ I 2^ sin («1 — a)vv[ cos a ^ 

^^ vcosa"^ g v^cos^a — v\cos^ai' 
die der zweite braucht: 

_ g _ 2 sin(a^ — a),v^cosaVi 
^ Vi cos «1 "" ^ v^ cos^ a — vl cos^ «i 
und daher die Zwischenzeit: 

^ ^ g ViCosai+vcosa * ^•^'• 

Zu 19. (Fig. 91.) Länge der Sehne 



nV:=: ;; = 



vcosa.t 



COSß cosß 



t=: 



ncosß 
cosa ' 



Zu 20. (Fig. 92.) Die gesuchte 
Entfernung sei d: 
Der erste Wurf: 

a=^vcosa.t , y = vsina.t ö"^^^ 

der zweite Wurf: 

a = v'cos2aJ y = v' sin2aJ ö~^^^ 




{\i.9X 




vcosa.t==d (V'cos2a.t' = d 

y=dtga\ j 

gt^ tz=:r \v'sin2a.f=diga + Y^^'^ 



{vcosa.t = d 
, 1 



in 1 ^^' 



1 ^2 

tg2a = tga-hY9~d 
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gi" 



algo: 



1 — 



9^1^ 



2 d 



2 d 






2^ 



e'»' 



4£i2 



2 — 



2(; 



f2-h^2 






Zu 21. Die Parabel: 



x = vC08a,t y = vsina.t — ir gt^ 



hat zum Scheitel: 



V 



2 



X=zzr-sin2a 
^9 



2^ 



V' 



zum Parameter » = — cos* a, 

9 



V 



2 



t;^ 



also zum Brennpunkt | = x— sm2a , i]^ — ^cos2a. 

Zieht man eine Sehne vom Ursprung ans dnrch den Brennpunkt, 
so trifiFt diese die Parabel in einem zweiten Punkt M: 

a = vcosati , p = vsinati ö"^^** 

t bestimmt sich dadurch, dass — = — sein muss, weil die Sehne 

V y 

durch den Brennpunkt geht. Daraus folgt: 

^ vcosa * gstna 

Man hat somit im Ursprung die Geschwindigkeit Vy im Scheitel 



V 



vcosa, in M: vcota und es ist: Yv^ ■+■ v^ cot^ « = — — , also die Zeit 

ti proportional der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Geschwin- 
digkeiten in den Endpunkten der Sehne durch den Brennpunkt. 

Zu 22. (Fig. 94.) Die untere Parabel habe die Gleichung 

Jl Qk y^ = 2j?aj, Tangenten an dieselbe in den 

Punkten a, h und a^ , 6i sind: by=.p {x -h a) 

h^y=p(x-hai), der Schnittpunkt dieser 




zwei ist: 0? = 



a&i 



aih 



a — a 



ftZTfe— y=^h^ 



-, oder 



—J da &2~2i?a und hl=:2pai ist: 



X = 



y = 



T— 1 



2p •^"2 
Dieser Punkt soll auf der obem 
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Parabel liegen, also auf y^^2^ (x •¥ m\ also: -j- (^ "^ &i)2=& &i -H 2i>m 

oder (& — 6,)2 = 8i?w. 

(6 — 61) ist aber die Horizontalprojektion der Berührnngssebne: 
diese ist also konstant. Da aber nach der vorigen Kammer diese 
Horizontalprojektion aj = vco5a.^i oder x^v-^t^^ wo Vj die Glescbwin- 
digkeit im Scheitel ist, so ist t^ konstant. 

Zu 23. Der erste Punkt habe die Geschwindigkeit v vom Ur- 
sprung aus, der zweite v' vom Punkt (a, h) aus. Infolge der vertikalen 
Bewegung durch die Erdanziehung ändert sich ihre Entfernung nicht, 
sondern bloss infolge der Anfangsgeschwindigkeiten. Giebt man jeder 
noch die Geschwindigkeit {—v*), so ändern sich die Abstände nicht. 
Dann ist der zweite Punkt (a, 5) in Buhe und der erste beschreibt 
eine (Gerade, deren kürzester Abstand von (a, &) die gesuchte kleinste 
Entfernung ist. 

Die Eesultante aus v und v* hat die Gleichung: y = — _^ , a, 
deren Abstand von (a, h) ist: 

Die Senkrechte von {a,h) auf die Besultante ist: 

y—oss rix — a), 

also der Fusspunkt der Senkrechten: 

— po?,— & = r(«i— a) I woraus: 

oji-^i;. v,; (v,-^v',)^-h(Vy--v'y)^ 
und die Zeit, in der der Weg bis zum Fusspunkt zurückgelegt wird: 

«1 ai vz — v'z) -i-hiVy^v 'y) 

v^^v',- {v:^ v'',)^ + (Vy - v\Y' 
Daraus ergiebt sich der Ort beider Punkte, da x^v^A, y = Vir^ 

Zu 24. Gleichung der Ellipse : ß^x^ + a^y^ = a^?!^ ^=v 
konstant. 

Durch Ableitung: ß^x^ ^ a^y-^=iO, 

nochmaüg« Ableitung : j8« t;2 -+- «« f ^ j 4- «2 ^ _|^ == 
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Zu 25. Die Gleichung der Cydmde ist: «=:r(g) — mqp), 
y = r(l — co5g)) , also f; = ^=r«ng)^ , ^ = ^(l-"^^)"5f 
=:y-^; daraus folgt weiter: 



£pg) /v ^« ^QP ^<P ^ ^<P /^v\ 

-jTs- = t? . — -j r(l — C05qp)cö<qp-s--r-5 — h 



z 



rsimp rsinq>(l'hco8qi) rmg)(l + e(>aqp)* 
Zu 26. m-^ = 2F(a — «) — 2F(aH-«)=r — 4F» 

m^=r2F(a-y)-2P(a+y) = -4Fy, 

also entsteht eine Bewegnng, wie wenn im Mittelpiinkt des Quadrats 
4 F wii'ken würde. 

Die zwei obigen Oleichongen geben integriert: 

m=:ÄC032iVF'i'B8in2tyF , y=2Ccos2tYF'hD8in2tVF, 

also zwei Schwingnngsbewegongen parallel mit den Axen. Eliminiert 
man tf so folgt: 

Oa--Ay=(CB^ÄD)sm2tVF , Dx—Dy=^{DÄ^BC)co82iVF, 

Quadriert nnd addiert: 

dies ist die Oleichmig einer Ellipse, da weder » noch y unendlich gross 
werden kann. 

Zu 27. Die Gleichnng der Cycloide sei dieselbe wie in Nr. 25. 
Die Kraft geht Tom Mittelpunkt des Kreises znm Punkt «y, hat also 
die Componenten Fsinq) und Fco$(p, so dass: 

j^-Fstnq> und ^=zFco8q}. 
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Ans der Gycloidengleichnng folgt: 



/dwV 






d^y l ) d^O) 

cosq) — "T^ ^9 == I (1 — cos(fi) cosq) — ^^^^\~Jf^ = ^» 



woraus: 

d^x 
dfi 

d^m _ dcp , . 

Der Kreis dreht sich also gleichförmig, nnd daher bewegt sich 
auch der Mittelpunkt gleichförmig. 

d^x , d^y fdipY ,. X 

F=^-^smq>^-^cos<f^ r|-^j = konst., 

d^n d flp 

weil "T^ = ist , und -j- = konst. 
dt^ dt 

Zu 28. Wenn die Kraft F ihren Sitz im Ursprung hat, so ist: 

d^ X X , d^ y _ y 

j^^-F- , und j^=~Ff , woraus: 

d^ X d^y da dy .^ 

y ^ — «^ = Ö ^^^^ Integration: 1) y^ — «^f = *« 

und zur Bestimmung von F: 

dx dy 

dxd^x dy^__ ^d7"*"^^ 

Da die Kraft im Ursprung ihren Sitz hat, so sind Polarcoor- 
dinaten angezeigt, mit dem Ursprung als Pol. Man hat sonach: 

x=rcosq) y y^irsmap , und daraus: 

dx dr dcp dy dr , dq> 

80 dass folgt ans (1) und (2) 

Führt man den reciproken Wert q von r ein, so ist: 
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und daher F= 






Zn 28a. Die Ellipse habe die rechtwinkligen Goordinaten xy, 
die Polarcoordinaten r und qp für den Ursprung als Pol: 

dann ist durch zweimalige Differentiation: 
dQ l , ^ (l 1\ c?2p (dD\^ /l 1\ ^ 

Also: 
.«Po . /l IN „ 1 stn«2g)/l IN« , 



also: P*'^H^^^J"ß^' 

Zu 28 b. r = r — — — - ia* die Polargleichung eines Kegel- 

1 -h e Cös gp 

Schnitts. 

^ = y(l4-ccösg)) , ^ = ~y^^^; 

:j-| = cosq)=: Q , also f=:^2— . 

Zu 28c. jB sei der Halbmesser des Kreises, r eine Sehne, die 
mit der Aie den Winkel <p bilde und mit dem Halbmesser durch den 
Anfangspunkt der Sehne den Winkel \p. Man hat dann: 

r=s2Bcos(}p — <jp) oder ^cö5(i/; — f) = g»* 
y^ cos{}p — qr) H- p 5«w (ip — • qp) = 
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d^ Q dg 

^co5(t/;-g)) + 2^m(i|;— <)p) — ^cos(V;-g)) = 

^_1 L_o ^^H^-<^) Q. 

d<p^2BQ 2B ^ costp — q) "" ' 

1 L_ 

d^Q , ^ « 4(>2J22 



dq) 



2 



— e-4JB^8 ^ ==0 



r2 



2jßo 
^-f-^ = 2() + 2^(4^2 jB2_x) = 8^8 ^2 F=8QH^m. 

Zu 28d. r^:;:z2a^cos2q> Q^€0s2(p = K-%^ 

dg 

-y^ cos2qi — g8in2q> = 

d^ g dg 

^—g cos 2g) — ^^ sin2q> — 2QCO$2qi = 

d^p 3o 

F =^ 12 a^h^Q'^. 
Zn 30. Es ist 



2 ^ 

«2/1 1 1 \ 

=t(^"2-^^t^^'t^j- 

(Die Grenzen gehen vom Scheitel bis zn einem Punkt gp, also 
von g) = bis 9) = <]?.), somit 

i?2 U/ 2r~j? 1 2r— i? ^ /27^ ^ jp2 7/ 27^2(j?4-r) 
^"~2ÄM^ i? 3 i) ^ i? /"2ä2A^ i? 3i> ' 

wo noch ^2 IQ p auszudrücken ist. 

Aus 28 folgt für den Schnittpunkt von Parabel und Kreis, wo 
F dasselbe ist für beide: 

ä2 ... 1 1 



^ = rv> , also: t= -^ -—y(2r—p)(p + r). 
Das Maximum tritt ein für r=p, dann ist: 
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das ist die Zeit Tom Scheitel bis zum Ereis, also for die ganze Zeit 
innerhalb des Kreises: 






*-8 



1 /* 2 97 f' 

Für den Kreis ist: ^ = p / r* d qp = ,3 nnd da for ihn A^ 

=1*1^ ist nach 28b., so felgt: ^= — pr-, also: <:^ =-x-:jr, < = g— ^; 
da ^ s= 365 Tage, so ist ^ = 77,5. 

n^Sf Zn 31. (Fig. 95.) Gleichung der Parabel 

eist: y^ = 2p[-ir-p — x\ wenn ihre Axe die Axe 
X nnd der ürspmvg ihr Brennpunkt ist, die des 
Kreises «2 -h y^ = r« (Sonne im Ursprung), Schnitt- 
punkt beider: »J =r2 — p^'^2pxif «1 — P=:^^f 
»i =p — r allein möglich, da j> -f- r nicht mehr 
anf dem Kreise liegen würde. 

7/77 M . yi /^^ ("-TP) 

. 1 1 — eoam . s— 

^ -y » = — ^j^— ^ = — c<rf 9 + Vi + co<2 qj = 

■P— »• 7/ p(2r— i') + CP-r)'^ 2r— 1> 

_-/2r— ^ 

Za 82. (Fig. 95 b.) Der Punkt bewegt sich von y = 0, « = a 

ans nnter dem Winkel a mit X 
Man hat: 




nnd 

d2 






2 -~lr»"^r»J r* 



Multipliziert man die erste Gleich- 

dx d/%f 

ung mit 2^, die zweite mit 2^^ addiert und integriert, so folgt: 
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da dy dx dy 

^dxd^x ^dyd^y ^ "dt ^ ^di ^ "dt ^ ^dt 



\dt) '^\dt)'^\dt) -""^r« 



konst. 



Wäre der Körper vom Unendlichen aus r = bis r^a ge&llen, 
80 wäre die Geschwindigkeit im Unendlichen Null, also konst. = Null, 
da r = oe. 

Die zwei Teile der Kraft sind an&ngs gleich, also '-j^'zä* 
oder fz=iia\ 

Die Flächengeschwindigkeit am An&ng r'^-^ ist gleich dem 
radins vector a im An&ng multipliziert mit der Ck)mponente der An- 
fangsgeschwindigkeit senkrecht zum radins vector, oder ^yji) sma, 

80 dass man hat: ''*^ = ^(^) sina = Jf ~^ßsina. 
Femer ist 

Eliminiert man t, so ergiebt nch: 

(dry 3 .,1.3 «n«« fds\* ß cfiß 

Dafyas=V'2 , also stna^y-w- , so ergabt sich: 
(dr^ft ti ß a^tn (dr\* 1 . , a. 



a 



nnd dnrch Integration: rrzr-r^gi) + a , da for gD = der Wert von 
r:=^a ist. 

Zu 33. (Fig. 96.) Der Punkt gehe längs der Axe Z, die yom 
Mittelpunkt nach aussen gerichtet ist, von der 
Kugeloberfläche aus, also: 

d^" ffi ' \dt) ^ z Ä' 

In e=:zQ angekommen wird er unter 
dem Winkel a gegen eine Senkrechte zu Z ge- 
worfen und beschreibt einen Kegelschnitt unter 
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der Einwirkung der im Mittelpunkt sitzenden Kraft -^. Nach Num- 

dv u 

mer 29 ist — t? ^= + —^^ wo jetzt r der Abstand vom Mittelpunkt. 

Der Mittelpunkt i$t Brennpunkt des Kegelschnitts. Man erhält durch 

Ti j.. • o 2 fi 2 n j, , 2fi 2ti . , 

JJQtcgration t?J — t?2i=^ h-p- oder da «;*=— ^ ^ ist: 

r Zq Zq xC 

2fi 2fi ^ 2ß 2ti 

"T— ^ — v^ = — — ^-^-^ , also: 

0Q IC ^ ^0 



2^^2/4 



= *'{i^(^7-)l' 



B r 

wobei K^^iSQVQCosa (denn 0q ist der radius vector im Moment des 
Wurfs und v^cosa die Componente der Geschwindigkeit senkrecht 
2U Zq) und daher: 

2/1 , 2/i elvlcos'^a ^ , « M / 1 \l^ 



''{^(t-)}' 



iJ ■ y ^2 -"0-0 

:=if , woraus darch Integration: 



j/ß* 2ß ((i 1 

r Ä« Bh* \h* r 

1 ;« 



arcsw — ■ = m + a, 






B 



also: T = F-*-/f(f— 1)*^^*^+^) "^'^ 



r = 






/7(f-1)*<'-» 



14- 



Da der Mittelpunkt des Kreises als Sitz der Kraft Brennpunkt 

P 
des Kegelschnitts ist, so ist dessen Polargleichung: r = ^ -> 

X "T*" C COS U/ 
Ä* ,/ 2Ä* » ü 

und daher jp = — , e = // 1 ^ und da a = -^ :« ist 



/i ' ^^r ^ f,n """ "" '""l^e« ^""^ 1-e« 
= -g- = a , oder 2a = R, 



V. Bewegung eines Punkts. 
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Zu 34. (Fig. 97.) Auf der Ellipse ^ + 1^ = 1 ^^S^ ^^r Punkt 




M mit den Ooordinaten a, & als Sitz der Kraft für die Bewegung in 
der Parabel F^MFi. Die Zeit, die der Punkt auf der Parabel von 
einem Brennpunkt der Ellipse zum andern braucht, ist gleich der Summe 
der Zeiten vom Scheitel der Parabel nach Fi und F^, also nach 
Nummer 30: 

wo (jpi und (p2 die Winkel sind, die der radius vector vom Scheitel zu 
den Brennpunkten zurücklegt. 

Sind y und a die rechtwinkligen Coordinaten eines Punkts der 
Parabel, so ist: 

, 1 V2F^ /iplr-\p) 

y=zY2px , und aj = r ^-j?, also tgq)= — 



Tind sonach: 
1 



r — p 
r — p 



r — p 



^PY^=="-"^^^^"^'^^"^^^^^^^""V i?(2r— jp) 



/^ 



r—p 



p(2 r—p)'h{r—p)^ 

p(2r—p) "" ypi2r—p) " yp(2r—p) 

2 r — p__ _ y/ 2r-— i? 



Vp{2r—p) 
Man hat sonach für die Zeit vom Scheitel bis Fi und 2^2* 
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jpg fj /2r^'^p 1 2r^'^p j/ 2r^—p j/ 2r^-^ 
^■"2*«^ p Z p r p r p 

Z p f^ p } 

P^ /i /ari— j>2(ri-f-i?) j/ 2r^—p 2(r^-hp)\ 
"21^^ p %p "^r p 3i? / 

= ^{V2ri-jp(riH-i?)4-V2r2-i?(r2H-i?)}- 

Im Abstand p = MN vom Brennpunkt Jlf der Parabel senk- 
recht znr Axe der Parabel ist die Directrix NP^ der Parabel. Nach 
bekannten Sätzen der analytischen Geometrie ist r^ =: Fi Pi nnd 
r2 =1/2-^2) ^^i^Q ^^^ Geraden senkrecht zar Directrix sind. Es ist 
dann < NM Fi = g>, und der Winkel der Directrix mit X ist 180 — q>i ; 
zieht man yi senkrecht zur Axe der Parabel, so bildet diese^mit der 
Axe X den Winkel (pi. 

In der Ellipse hat man: 

rx = « — ^ ra = a4-^ , wo /*= O^i = Of'g, 
dann ist der Abstand von yi von itf: 

_/a_a2^ j2^ 

~ a « i* 

{a & ) 

weil sinq)i = — cos<pi = -^> 

a2 &2 aa_o2 2,2 ^2 

^^«____ = «__ _=(«^^)_ 

i^(2ri-i^)=^{2(«-^)(«-i3)-^(a-^)2} 

= ^{2«(«-«-?^(«-iS)-(«~^)2(l-5)} 



y. Bewegung dnes Pnnkts. 
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P \VP V2ri— j) + Vp V2ra— i)J = (a—ß)-^f 

riVp(2ri—j?)+r^Vp(2rt—p) = -^f.2tt + ^(a—ß)^, 
also Snmme: 

Femer ist nach 83: 



h^^yiAp^y^L.jVa-^- 



Also schliesslich: 

2 n2a—ß) 



d. h. nnabhängig Ton a nnd Ton &. 



.(2a-/S)Va + /J. 



Zn 85. (Fig. 98.) -i-^«»«a-** = ^ . t=y—.— j ^— z=2r, 
^ ^ ' 2 " ' gsma sma 

-/5 



i^. 98, 




Fiß tOO. 




F»5 /Ö/ 



Zn 37. (Fig. 100.) Gleiche AnflOsnng: Ein Kreis, der in dem 
Punkt eine Horizontale und ausserdem den gegebenen Kreis berührt; 
die Yerbindnngslinie der Berührungspunkte ist die gesuchte Linie. 

Zu 38. (Flg. 101.) Man bestimme ^ 
zuerst den Ort in der Yertikalebene durch 
die zwei gegebenen Punkte. Zieht man 
durch Ä und B einen Kreis, so ist sein 
tie&ter Punkt ein Punkt des Orts. Sind 
M und Ml zwei solche Punkte, so ist 
<MAMi=MBMi, weil AB A^Bi 
Kreisviereck ; <AiMT=ÄiAB=: ^7^, 
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ÄiBiM, also AiBi \\ MT, d. h. horizontal und da Mi tiefster Punkt 
ist, MiAi=:MiBi oder AiBMi=BiAMf, d. h. üf und Mi auf 
einer gleichseitigen Hyperbel, deren Punkte Schnittpunkte von Strah- 
lenpaaren sind, die Yon A und B ausgehen und mit AM und BM 
gleiche Winkel bilden. Zieht man irgend eine horizontale Ebene, 
welche yon AB in S geschnitten wird, legt durch A und B einen 
Kreis, welcher die Ebene in N berührt, so ist SN^^SA.SB. In 
einer Beihe Ton Ebenen durch AB lassen sich solche Kreise legen, 
welche die horizontale Ebene im Punkte ^berühren. Alle diese liegen 
auf einem Kreise, was 8N konstant ist. Man erhalt also in jeder 
horizontalen Ebene als Ort der gesuchten Punkte einen Kreis, der 
seinen Mittelpunkt auf AB hat und da der Ort in der Yertikalebene 
durch AB eine Hyperbel ist, so ist der Ort der gesuchten Punkte eine 
Fläche, die durch einen veränderlichen horizontalen Kreis gebildet wird, 
dessen Ifittelpunkt auf A B sich bewegt und der jene Hyperbel schneidet, 
also eine Bäckungsfläche, die ein Hyperboloid ist 

Zu 39. (Fig. 102.) Die Gleichung der Parabel sei y^=:2pa!. 

P ^pm Man ziehe durch den Brennpunkt einen Kreis, 

^' dessen Tangente im Brennpunkt horizontal ist: 

(« — 12) ^y2 _- ^2. c[anii ist der Berührungspunkt 

dieses Kreises mit der Parabel der gesuchte Punkt. 

Man hat als Schnittpunkt yon Kreis und Parabel: 

«2 — 2aj(|— j?) = -^i>CP — '^D- Soll Berührung 
stattfinden, so muss x zwei gleiche Werte haben, 

K 3 

woraus folgt: |= y^?, Berührungspunkt ä = g-jp; 

p 
Zu 40. Gleichung der Ellipse r = -z — . Die Pallzeit 

längs r yon der Höhe h ist proportional der Wurzel aus -r-, oder da 

r2 p 

h = — rcoso) ist: -r- = t; ^, coso) ist jedenMls negativ. 

^ h cosq){l'^ecos(py ^ ^ » 

Soll -j- Minimum sein, so ist 'co5()p(l +6coaqp) Maximum, dies ist 
der Fall, wenn: cosg) = — x— . 

Zu 41. Fallhöhe längs r ist h=zrsinqiCOSa (wo a die Neig- 

ung der kleinen Axe gegen die Vertikale) , -jt- oder -; — Minimum 
oder m qp (1 + e cos q) Maximum. 
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2€C08^q)'hco$q> — e=0 , cö5<p = 



46 



bloss das Plnszeichen ist verwendbar, da costp absolut kleiner als 1 
sein muss. 

Zu 42. (Fig. 103.) Zeit längs der Sehne 

t = y — ; — . Längs des Bogens ist v^ = 

JdrY Jdq)Y ^ , . 
2grstn(]p oder: »"^l jtI ■*■*" ('S/) =2^r'»smg) 



dr 



dq) . 



und weil r-TT = 2a^cos2(p-Tj ist: 




Fig. 105. 



nnd: 



dt ^""^ dt 

a'^cos^2q)l'j^] -t-4a*sin2 2qp(--T7] =2^mgpay2^2g).2a^m2g) 

a[-jjj =^gstfrq>co$qiysm(pcosq> 

= 2]/— dt; integriert —^tg^^fpv^y-^.t 

^ 9 ^ ^9^ ^^^9 ' 9 y smcp 

=.21/ — H — :^ — = v "^' — > ^ö oben. 
'^ ^ 2a5m(jp '^ gstnqf 




Zu 43. (Fig. 104.) 

mgsina — ßfngcosa 
— m' g(sina' +(jLCosa') 

ist die bewegende Kraft, m + m' die 
zn bewegende Masse. 

Gleichgewicht, wenn 

mgsin(a — q) =m' gsin(a' -^q). 

Zu 44. Nach dem Satz von der lebendigen Kraft ist -^mv^ 

zsmg.Sy v^ = 2gs, ^ = -yi ist die Geschwindigkeit des ansteigenden 
Körpers auf der Cycloide; es folgt: 

Zecb, Aufgaben aus der Mechanik. 2. Aufl. 8 
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Für den tiefsten Punkt der Cycloide ist 5 = 0, für den höchsten 

s = 4r, also die Zeit von unten bis oben zur Rolle: t^2T/ — . 

^ 9 

Um die Fallzeit in der Cycloide zu finden, hat man: 

— m^;2 = m^(y — yo) » ^^ = 2^(y— yo) 
dx = r{i — C08(p)dQf> y dy = rsinq)dq) , ds^yWrV^.dq} , also: 
/ — , ^ ,/ ,. t/ y* , yr(cösqpA — cosw) ,. 

y2r.sm^(p 

. 1 , 
/— stn -TTWdcp 

1/ -=i = dt , woraus: 

' 9 / \ 1 



A 



2 ^0 — 2 
1 

- arc CÖ5 li = ^ -h konst. 

cos Y f 



und von qpo = ^ bis qp = ;r giebt dies: 

Zu 45. Wenn der Punkt auf der Kurve in einer Vertikalebene 
sich bewegt, so übt er einen Druck aus, der gleich der Componente 

der äussern Kräfte -L der Centrifugalkraffc, also N . Da es sich 



bloss um das Gewicht handelt, so ist N = 9-j-, also virird der Punkt 

a s 

die Kurve verlassen, wenn g-^- — — ist. 

^ ds Q 

Wenn h die Geschwindigkeitshöhe für den Anfang ist, also 
vl = 2ghy wo Vq die anfangs erteilte Geschwindigkeit ist, und der 
Punkt um « gefallen ist, so hat man v^ = 2g{h'^a). Die Axe der 
Y sei horizontal im höchsten Punkt der Kurve, welcher Ursprung sei. 

Man hat nun für den Kreis: {x—B)^-hy^=^B^. 

^ dy JB — X 

Da 3^ = — =i — , so ist: 
ds R ' 
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9 



B— X 2g{h+x) 



B 



B 



oder jR — aj = 2Ä-f-2aj 

Ä = X . 



Für die Cycloide aj = r((p — srng?) , t/ = r(l — cösqp) ist 

X ' y 



also: 



dy i/ 2,r—y 
dx ' y 

äy ^ -Jlr—y 



ä 



ß = 2y2ry , also: 



2g(h-^x) = 2gyy(2r — y), oder h-^x=Vy{2r-'y)=:rsint 

= der Sabnormale. 



Für die Parabel y^=z2px , ^ = ^^^^J^, ^ = 
Somit hat man 



Vi? 



de Vp'h2x 



Vp 



2g{x'^h)Vp 



^ j , oder i? + 2aj = 2(Ä4-aj) Ä= -H-i>. 

Ist bei der Parabel die Anfangsgeschwindigkeit grösser als die 
Oeschwindigkeit v^ eines geworfenen Körpers, der die Parabel be- 
schreibt, so yerlässt der Pnnkt die Parabel sogleich. Ist sie gleich Vq, 
so bleibt er ohne Drnck auf der Parabel, ist sie <^oy ^ verlässt er 
die Parabel nicht. 



Zu 46. (Fig. 106.) Wenn y die Ordinate y 
des Punktes ist, wo die Ellipse verlassen wird, 
so hat man: 

1) v'^z=.vl^2gy und nach (45.) 



V 



2 



dx 



2) ^^:=:g-T-, Für die Parabelbewegung 



aber ist 



dv 1 

4t)y-\--^.t—^gt^^(^. Ans 2) folgt: 




[dt) 



^dsV 

idxj 

~d^ 



"^'^ ^==(^) 



dx^d^y 
dx^ 



^dx 



.2 'ai 



ß' 



«2y8' 



dx^ 
Aus 3) und 4) folgt: 
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Also hat man: 
und da a^y^-^ß^a^^a^ß^ ist: 

Zu 47. (Fig. 107.) Ist qp der Winkel, dessen Bogen rqp gleich 

dem abgewickelten Teil des Fadens ist, 
so hat man: 

y x^rcostp-^-rffsimp 

y=,rsmip — rq^cosqi 



h^.W7 







^^y ^fr y 



Tcosq)" 



dt^ ' r 
Eliminiert man T, so ist: 
f{xcosqi'^ysinQp 



und nach den Werten von x nnd y: 

durch Integration 
dqi 



dq) 



f.tzzLfp-^ und f.fi=:(p^ , also (p^tVf, -^^Vf 



dt 



und weiter: 

„ d^y eP« . ., . , 



dfi 



dfi 



= r,{%'- 



f.r(p=zrtfVf-hfrtVf=2rftVf. 



-JL 



2 TT 



t = ~Zf giebt für eine Umwicklung : t = -^. 
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Zu 48. (Fig. 109.) E habe die Coordinaten x und y, fn-ji^ 

^ = r — rcösg)H-(Z— rgo)5m(p. 
T eliminiert giebt: 

-j^sm<p^j^cos<p = oder -Q'-r<p)^^-r[-^j :=0, 
integriert: 

da für f=0 auch (p — 0. 

Zeit ^ zur Aufwicklung, bis g)x = — > also: 






?2 



2r 2r 



2rv, 







Fif 10S 




!y 



Zu 49. (Fig. 108.) Hat ^^ die vertikale Lage DE erhalten, 
80 muss die Geschwindigkeit von E jedenfalls > Null sein, sonst 
würde E nach 2> fällen, und die Centrifugalkrafb muss grösser sein, 
als das Grewicht von E, sonst würde der Faden nicht gespannt bleiben, 
also auch sich nicht aufrollen. 



Man hat für Punkt C: 



m 



dt^ 



= — Tcosq) 






a=^rsm(p-h(l--ra)co8q> , y = rcö5g3 -t-(? — ra)5*W(p 
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T=fngstnq) — m-r^stfKp — fn-jj^cosq) 

^rngsrngf-hmil — ra)]^-!^] • 
Geschwindigkeit in ^: 

v^=vl^2gllsina — rcosa-hl — rl-^n^aj} >rg, 

weil >nig und daher v^^rg 

^J > »"^^ + 2^ ml + 5m a) — r l-^ n — a + cosaAy 

Zu 50. Der Bing sei im Ursprung. Die Masse m habe die 
Coordinaten x^ y^ die Masse m* die Coordinaten x\y'. Die Spannung 
der Fadenstücke sei T. 

Man hat für die Masse m: 

m-^ = ^Tcosq) , m^2= — Tsincp, 

wenn go der Winkel des Fadenstücks zu m mit der Axe X, für die 

Masse m': 

d^x' d^y' 

m' -gi2~ = ~* Tcos(p' m' -^-^ = = Tsinqi' , 

wenn qp' der Winkel des andern Fadenstücks mit der Axe X, r-hr'^ 
= L (Jesamtlänge des Fadens. Bs. x =• r cos (p, y = r sincp; x =r^cosq}f 
y' z=ir' sinqi^ so folgt: aus den zwei ersten Gleichungen durch Multi- 
plikation der ersten mit cosqi, der zweiten mit mgp und Addition 

Dann ist: 



r-^*^ [-df)' 



r^ -3? = const r '2 -^ = cows^. 
dt dt 

Die erste Gonstante ist au, die zweite Null, da sich m* gegen 
den Ursprung bewegt. 

d^r d^r' ^ , , ,d^r a^u'^ 

Spannung: 

r m a2w2 a^u^\ — mm' a^u^ 

d^r m a^u^ fdrV — w ä^u^ 



dt^ m-hm 



a^u^ drY —ma^u^ 

' r* \dtj m-^m r^ 
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dr 
aber 3t = ^ für 
dt 



r^a^ also: 



M 



m-hm' 



rdr 






Für r=ia ist ^ = , also const, = 0, 



const. 



Zeit 



=/ 



m-hm'VL^ — a^ 



m 



u 



Zu 51. (Fig. 110.) Im Schwer- 
punkt des Wagens wirkt mg in der 
Ruhe, bei der Bewegung mit der Ge- t 

schwindigkeit v in der Krümmung r 

kommt horizontal noch hinzu die Centri- 




FiglW. 



fugalkraft 



mv 



2 



Infolge dessen ist der (^esamtdruck nicht mehr ver- 



tikal und sucht den Wagen gegen die Schienen zu verschieben. Wird 
die eine Schiene um h erhöht, so ist die Neigung der Verbindungs- 

linie der obem Seiten der Schienen — , der Gesamtdruck ist 

a ' 



/ 



m^g^ H 2~* » ^^^ ^'^^ Neigung 



mv 



/ 



2^,4 



m^g^ 



m^v 



Ist diese Neigung gleich der vorigen, so ist er wieder senkrecht 



zur Verbindungslinie, also Ä = 



av 



2 



Vv^-hr^g^ 



Zu 52. m und m' seien die Massen der zwei Kugeln, ihre Ver- 
bindungslinie gehe durch den Ursprung und drehe sich um diesen. 
T Spannung des Fadens. Man hat: 



m 



\wMm\=-- 



'd^ r' Id (p\2\ 



d(f} 



r-+-r' con^cmt , --7 = «) constcmt ; es ist: 



m 



d^r 
dt^ 



d^r' 
H-m'-^^ — (mrH-m'rOQ>2 = 0. 
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Ist Q der radins des Schwerpunkts» so ist: 



Zu 53. (Fig. 111.) 

Wenn der Körper unten am Kreis 

angekommen ist, so ist v^ = 2gh; 

oben im Kreis v^s=:2g(h — 2r); da 

>mg sein mnss, so folgt 2h 

2 
— 4r>r oder 2Ä>5r , r<-r-Ä. 

Zn 54. Der anziehende Punkt sei in der Entfernung B auf der 
Axe X, der Punkt sei an den Ursprung gebunden, 8 die Spannung 
des Fadens, «, y der Punkt. Es ist: 




d^ 



"^ (E — x)^ '~^^^^^ ' ^ = ""^^**^ 5 ^^ = 



2f 



Setzt man: x^=^lco8(p und jf = Zm()o, so hat man: 



-hconst. 



\(i</ 2J— -ZcöS(p B — lcosa ' \^v 



(a und q) klein) 



C05 g) — cos a 






-} 



8 «,2 Er l * 



Vcoscjp — cosa 

aresin — = -=rj/ -y.t-hconst , also T^nBj/ —r- 
a M ' l ^ f 

Zu 55. Das Gesamtmoment sei ÜR, bei der Hinbewegung positiv, 
bei der Herbewegung negativ. 

Die Masse m habe die Entfernung e vom Drehpunkt und der 
Stab bilde den Winkel qo mit der Anfangslage: 



w»jef2^-^ = 501 — mgzsinq^ , m' z'^-j^ = m' ga* sin(p — ^ 

d^q) 



(mz^ -h m' z'^) -j^ = im' z' — mz)gsin(pj 

t/mz^-hm'z'^ 

Schwingunfifsdauer t=zn y 7— r; diese soll ein Minimum sem. 

' tnz — fn z 

z-hz' = const, , also dz = — dz' und: 
(mz — m'z'){2mZ'--2m'z')^imz^-i-m'z'^)im-^m') = 
2(w2;8f2 — 2mw'xf;ef'H-m'jef'2)-_w(m-hw')ier2 — m'(m-+-w')^'^=0 
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'T;^ — ^^7^ = ^u-n,' Schwmgungsdauer n y ^ . > » 



Zu 56. Der eine Punkt bewege sich auf Z, der andere anf 7. 
Ihr Anfiangsabstand sei a, längs der Verbindungslinie von x und ^ 

f 
wirkt die Kraft -g-, wo r der Abstand der zwei Punkte zu beliebiger 

Zeit; g) sei der Winkel von r mit X, Man hat: 

d^x f fx d^y f, .y 

Durch Integration folgt, weil: 

d^x d^y ^ . . dx dy , 

die Constante ist Null, weil anfangs Buhe war. Also 

dx dy xdx-hydy rdr dr 

« "" y "*" «2-f-y2 " ^2 ~" r 

und somit dj = ar y=^ßr und a* + |J2 = l, weil aj2^.y2~,.2^ 

Wird « = 0, so ist auch y = 0. Die Punkte sind gleichzeitig 
in 0. Femer ist: 

dx d^x dy d^ __ J_ f_x_ dx^.y_ dy\ 
JH^^didt^ '^~ r^ \r"di'^ r dt) 

and durch Integration: 

'dx^ . (dy-s^ 2f 

Anfangs r = a, also: 



c 



und durch Einsetzen der Werte von dx und dy: 

^dt) \\r ) \r ) f \dt) r a ' ra 
oder , =1^ — .dt , somit: 



^'•y = 2^-_?/=2/^'*~'* 
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1 



1 . T«-^" 

— -^a arc sm — z 



-/|-(|«-^)'-/¥- 



Zwischen den Grenzen r^::^a nnd r = ist: 



/ 



2A 1 / 1 \ 1 , ^ naVa 

— t=:—r-(in — T-air\ =z-^na und f = — j=' 



Zu 57. Wenn der Stab nm die znr Horizontalebene senkrechte 
Axe Z sich dreht nnd den Bing mitnimmt, so wirkt anf diesen, der 
den Abstand r von der Axe hat, die Centrifngalkraft r<o^, wo oo con- 
stant ist. Also hat man für die absolute Bewegung des Bings: 

^-2=ra)2 , woraus rzTzAe^^-^-Be'^*. 
Ist anfangs rz=a und die Geschwindigkeit Vq, so ergiebt sich 

2 0} 2 (o 



Zu 58. Dreht sich der Stab in der Vertikalebene, so wirkt auf 



J2 f 

den Bing noch die Schwerkraft g, also -ttö =^ö>^ — mgsin(f}t wo (p 



der Winkel des Stabs mit der Vertikalen ist, <» = -^-r und da <» con- 

stant ist, ()p=:o)^, also: -j^=:r<k)^ — gsinmt 

Durch Integration folgt : r = Ae^* -h Be"^^ -^ Csin <d t. 

Durch Vergleichung von r und ^^g folgt C = g^- -^^^ ^®° 
Anfangswerten r = a und t; = t?o folgt A-hB^a^ und 

Vo = o)(-4. — 5)-4-^r— , also: 

^ = T + 2--r^ und 5=-|_|o. + ^. 
2 2q>4(u^ -2 2a)4a)2 

Zu 59. Das eine Ende des Stabs bewege sich auf X gleich- 
förmig, das andere Ende habe die Goordinaten x und y, das Ende des 
Stabs auf aj, die Abscisse a'. Der Winkel des Stabs mit x sei ^. Die 
im Stab längs seiner Bichtnng wirkende Beschleunigung sei p. Dann 
hat man für den mitgezogenen Punkt xy: * 

d^ X fZ^ y 

-jT=^pcos{f , '7/2 = — psind^ und durch Elimination von j?: 
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d^x 



(ß 



y ^ 



Für das sich gleichförmig bewegende Ende des Stabs ist sl ^x 
acosd, wenn a die Länge des Stabs ist and weil es sich gleich- 
förmig bewegt x = ct-^b, also: 

und weil y = asin& ist: 

Ans den 3 Gleichungen 1 bis 3 folgt: 

a^sin0 . a^cosd 
cos & — ^-s sin <& — :, .„— = 



dt^ 



dt^ 



und durch Integration: 

^ dsin^ 
cosd 



dcosO , dd^ 

— stn ^ — TT— = V oder -tt = o) 



dt ""'"^ dt ■" dt 

also dreht sich der Stab mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit a>. 

Ist a der Anfangswert von ^, so ist ^ = « + 03^, nnd daher 

die Gleichung der Kurve, auf der der Endpunkt des Stabs sich bewegt : 

x = ct + 6 — acos(a'\-Q)t) y = asin(a-^<üt). 

Die Kurve heisst Trochoide. Die relative Bewegung ist: 

also ein Kreis. 

Zu 60. Genau wie die vorige Aufgabe, nur dass ct^ -hht-^d 
an die Stelle von ct-hb tritt. • 

Zu 61. (Fig. 114.) Die Neigung 
der schiefen Ebene sei a, die Axe X hori- 
zontal, Y vertikal. 



d^ 



X 



m 



m 



dt^ 

d^y 

di^ 



= — Tsin a , 



= Tcosa — mg. 




Sind X y die Coordinaten des Schwerpunkts M der Masse der 
schiefen Ebene, so ist die Bedingung, dass der Körper auf der schiefen 
Ebene bleibe: 

ycosa — xsina =y cosa — x'sina. 

Daraas folgt, da M sich gleichförmig bewegt: 
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oder mit den obigen Gleichungen: 

(Tcosa — mg) cosa + Tsma sina = T=mgcosa 
nnd daraus dann: 

d^äs , d^y 

Durch Integration folgt: 

^« . /dv\ 

j^^sz^gsmacosaJ-hc i—j — ^gsin^aJ-hc 

da ^ = für ^ = o' 
nnd da stets 

^y dx . dx , ^ . 

^C(?5a — ^5t»a-+--^sma = sein muss 

^ "^ = «^0 constant ist : 

& cosa — csina -r VQSina = 0. 
Ferner ist: 

af=zct'i--^gsm2a.t^ y=- — -^9sin^0L,t^ 

und zum Zweck der Elimination von U 

aisina — yco$a = VQSina.t x—ycota^^v^t 
Die Elimination von t giebt eine Parabel 

' ^gsm^a 
Im zweiten Fall, wenn Jtf" eine beschleunigte Bewegung hat, ist: 

d^y d^x , 

-j^cosa-^-j^sina-^fstna^O , sonach: 

d^ X 
T=m(gco8a—fsina) , -^^r^-- g{cosa-'fsma)sina, 

^y 

^2 ^(ff(^osa — fsina)cosa'-g=: — sina(gama-hfcosa) 

X = xq 2'^^'^^^^ — fsina)sinttfi 

y = yo — ■yC^'^^ « -+- fcosa) sina. t^y 
woraus: x — «ö = wi(y — y^) , wo m eine Constante. Also Gerade. 
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Zu 62. ■-T^^rafisin'^a'\-gcosa , wo r der Abstand vom 
Anfang der Bohre: 

Zunächst ergiebt sich: 
dr 



eD<«focic /f — 4o(*<i»a 



dt 
d^r 



= Bfosmae — Cmsmae 



dt^ 
was mit der ersten Gleichnng stimmt, wenn: 

^ a)*M»2a 2ao2«in2a 

Zu 63. Wie 58, nur dass die Bewegung || X noch dazu kommt. 

Zu 64. Der Bing drehe sich um den Ursprung. Der beweg- 
liche Punkt M habe die Goordinaten x und y. Man hat: 

d^ X _ d^y 



x=:rcos<Dt'i-rco8{(ot — ^) , y^rsin<ot-hrsin{(Dt — d) 

dx 
dt 



^ =:rwC08iDt -¥ rC03{iX)t — ff) l<o — -^l 

da 00 constant ist: 

d^x ^ I dff\^ d^d 

-^= 4-ro)2cosa)^--rcos(o)^— i^)(o()— -jtJ •hrsm((ix/t-'ff)'j^ 

d?^M I dff\^ d^d 



= — e>25in^ + 



(?^2 



dt^' 
d. h. Pendelbewegung. 

Zu 65. Wie Nr. 57, wozu noch die vertikale Bewegung kommt. 
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1) Wenn zwei Körper anf einander stossen, so ändern sich ihre 
Geschwindigkeiten in unmessbar knrzen Zeiten nm messbare Werte. 

Von dem Augenblick an, wo sich die Körper berühren, findet bei 
beiden ein Zusammendrücken der Teile in der Nähe des Berührungs- 
punkts statt und es werden Kräfte wach, welche der Zusammendrück- 
ung Widerstand leisten. Die Resultante dieser Widerstände für jeden 
Körper kann man sich in der Bichtung der gemeinschaftlichen Normale 
im Berührungspunkt wirkend denken. Ihre veränderliche Grösse werde 
mit N bezeichnet. Während der Zusammendrückung nimmt die Ge- 
schwindigkeit des gestossenen Körpers zu, die des stossenden ab, bis 
beide gleich sind. Dann hört die Zusammendrückung auf; man sagt, 
die erste Hälfte des Stosses sei vorbei. 

Sind die Körper ganz unelastisch, so ist damit der Stoss 
überhaupt vorbei und die Körper gehen mit der gemeinschaftlichen 
Geschwindigkeit weiter. 

Sind die Körper vollkommen elastisch, so dehnen sie sich 
wieder aus, bis sie die ursprüngliche Form wieder erhalten. In dieser 
zweiten Hälfte des Stosses befinden sich die Körper in jedem Moment 
in einem Zustand der Zusammendrückung, in welchem sie in der ersten 
Hälfte auch einmal waren. In je zwei solchen Momenten hat N den- 
selben Wert mit entgegengesetzten Zeichen. Die Gesamtwirkung von 
N ist dieselbe in der zweiten Hälfte des Stosses, wie in der ersten; 
es wird in der zweiten Hälfte so viel an Geschwindigkeit gewonnen 
oder verloren, als in der ersten verloren oder gewonnen. 

Bei nicht vollkommen elastischen Körpern wird die ursprüngliche 
Gestalt nicht mehr ganz hergestellt, der Verlust oder Gewinn an Ge- 
schwindigkeit in der zweiten Hälfte ist nur das c fache (e<l) von 
dem in der ersten Hälfte. 

Da die Stosskraft N in unmessbar kurzer Zeit die Geschwindig- 
keit merklich ändert, so muss sie sehr gross sein. Man vernachlässigt 
deswegen während der Dauer des Stosses alle andern auf den Körper 
einwirkenden Kräfte mit alleiniger Ausnahme der Reibung, weil diese 
proportional der Stosskraft ist. 

2) Ist V die Geschwindigkeit des stossenden Körpers von der 
Masse w, v' die des gestossenen von der Masse m', also v>t^', so 
ist während des Stosses zu beliebiger Zeit t: 

m-TT = — N und m -jr- = + iV. 
dt dt 
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Sind 00 nnd oa' die Geschwindigkeiten vor dem Stosse, u die 
gemeinschaftliche nach der ersten Hälfte nnd bezeichnet man fNdt 
für die erste Hälfte des Stosses mit Ä (Antrieb), so ergiebt sich durch 
Integration: 

m(u— (ü) = — Ä m'{u — <x)')=^-\-Äj 

woraus folgt: 

wa> + w'a)' . mm' . ,. 

M = - - , — , A= 7 (flu — (Oh 

m-\-m m-hm 

Sind c nnd c' die Endgeschwindigkeiten, so hat man am Ende 
der zweiten Hälfte des Stosses: 

m(c — u)z= — eÄ m'(c' — i*)=:-hcJ., 

also 

m{c — w) = — (1 'i-e)Ä m' {c' — a)') = (l.-hc)ui. 

Diese Gleichungen geben in Verbindung mit dem Wert von Ä 
die Endgeschwindigkeiten. Das Produkt einer Masse in ihre Geschwin- 
digkeit nennt man ihre Bewegungsgrösse. Zunahme oder Abnahme 
der Bewegungsgrösse ist also gleich dem Antrieb in der ersten und 
6 mal Antrieb in der zweiten Hälfte des Stosses. 

Bewegen sich die Körper nicht in der Richtung der gemein- 
schaftlichen Normale, so gelten die Gleichungen in 2) für die Com- 
ponenten längs der Normale; die Oomponenten senkrecht zur Normale 
bleiben ungeändert, wenn man die Beibung yemachlässigt. Wenn man 
diese aber berücksichtigt, so gelten in der Richtung senkrecht zum 
Stoss, in der Richtung der Bewegung des Berührungspunkts, die Gleich- 
ungen in 2), wenn man juiV statt N und daher fnÄ statt A setzt. 



Aufgaben. 

1. Vom höchsten Punkt eines vertikalen Kreises aus fällt ein 
vollkommen elastischer Ball längs einer Sehne, wird in gleicher Rich- 
tung zurückgeworfen und beschreibt jetzt eine Parabel. Wo trifft er 
den Kreis zum zweitenmal? 

Auf dem Durchmesser durch das Ende der Sehne. 

2. Ein vollkommen elastischer Ball fällt frei herab auf eine 
Ebene mit der Horizontalneigung 30<^. Wann und wo trifft er die 
Ebene wieder? 

Nach der doppelten Fallzeit und in einem Abstand gleich der 
vierfachen Fallhöhe. 

3. Zwei vollkommen elastische Kugeln fallen längs derselben 
Vertikalen von verschiedenen Höhen h und h% werden von einer Ebene 
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mit der Horizontalneignng yon 4$^ Zurückgeworfen und bewegen sich 
mit der erlangten Greschwindigkeit auf glatter horizontaler Ebene weiter. 
Wo und wann treffen sie sich? 

Im Abstand 2 Yh h' vom Auffallpunkt, und nach einer Zeit gleich 
der Smnme beider Fallzeiten. 

4. Ein Ball von der Elastizität e wird mit der Geschwindigkeit 
u nnter dem Winkel a gegen den Horizont geworfen. Im Angenblick, 
wo er die höchste Höhe erreicht hat, stösst er auf einen gleichen, der 

die Geschwindigkeit -^u vertikal abwärts hat. Was ist die Entfern- 
ung beider Bälle zur Zeit t nach dem Stoss? 

} u * V1 + 4 «2 coa «2. 

5. Ein Ball von der Elastizität e fällt von der Höhe h anf eine 
horizontale Ebene, wird zurückgeworfen, steigt nnd fällt wieder n. s. w. 
Was ist der ganze Weg, den er zurücklegt? 

6. Ein Ball von der Elastizität e wird auf horizontaler Ebene 
mit der Geschwindigkeit u nnter dem Winkel a gegen den Horizont 
geworfen. Wie weit kommt er? (Ricochet-Schnss.) 

Wenn man die Beibnng vernachlässigt, beschreibt der Ball Pa- 
rabeln bis zur Entfernung: 

u2 sin 2 a 

vom Ausgangspunkt, bleibt aber dann nicht stehen, weil er immer 
dieselbe horizontale Geschwindigkeit hat. 

Berücksichtigt man die Beibung, so ist nach dem n*^ Stosse die 
horizontale Geschwindigkeit: 

ucosa — j^ — fjiU8ina{l — «»• — i). 

Aas diesem Werte lässt sich die Zahl der vorkommenden Stösse 
bestimmen, bis die horizontale Geschwindigkeit NuU ist Ist der 
Ausdruck positiv für n = oc , so hat man zuletzt eine durch die 
Beibung gleichförmig verzögerte Bewegung, da dann der Ball die 
horizontale Ebene nicht mehr verlässt. 

7. Dieselbe Aufgabe ohne Beibung auf schiefer Ebene mit der 
Horizontalneignng i. 

Ist a« der Reflexionswinkel, ßn der Einfallswinkel beim n^ Stoss, 

so ist: 

.„„ -^*^Ä (1 — g) g* *fl^ «0 

^ *"^ 1 — e — 2 (1 — e*)sm%tgccQ 
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(Mit Benützung von V. 16.) Nach wie viel Stössen wird der 
Ball wieder abwärts gehen? 

8. Man hat auf horizontaler Ebene drei Kugeln von gleicher 
Grösse und gleicher Elastizität; zwei davon sind in Buhe und berühren 
sich. Die dritte soll auf eine der beiden so stossen, dass dieselbe nach 
gegebener Bichtung fortgeht. 

Ist die gegebene Bichtang durch den ^^Hbakel qo bestimmt, weMer 
von der Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kugeln an gezählt 
wird, und ist a der Winkel, unter welchem die dritte Kugel an- 
kommt, so ist: 

Nach welchen Bichtungen kann die gestossene Kugel nicht ge- 
langen? Welche Bewegung entsteht» wenn beide Kugeln zu gleicher 
Zeit getroffen werden? 

9. Eine Kugel von der Elastizität e füllt auf eine schiefe Ebene. 
Wo trifft sie dieselbe zum zweitenmal, wenn man Bücksicht auf die 
Reibung nimmt? 

Der Abstand der zwei Punkte ist: 

4 e (1 4- «) Ä {ßm a — /leosa), 
wenn a die Horizontalneigung der Ebene und h die Höhe ist, von 
der die Kugel fiOlt. Diese Formel ist jedoch nicht immer anwend- 
bar, weil die Eeibung beim Stoss keine ümkehrung der Geschwin- 
digkeitsrichtung heryorbringen kann. Wann ist die Formel un- 
richtig? 

9 b. Eine vertikale rechtwinklige Platte von det Masse m, der 
Breite h und der Höhe h, welche sich um die eine Kante h in zwei 
in deren Endpunkten befindlichen Angeln drehen kann, wird senkrecht 
zu ihrer Ebene von einer mit der Geschwindigkeit c bewegte Masse 
m' in einem Punkte getroffen, welcher von der Axe die Entfernung b' 
und von der obern Kante h die Entfernung h' hat. Wenn die Masse 
an der Platte haften bleibt, was wird die Winkelgeschwindigkeit der 
aus dem Stoss erfolgenden Drehung? (W. C.) 

Wie mu«s der Stosspunkt liegen, wenn die beiden Angeln gleiche 
und gleich gerichtete Erschütterungen erhalten sollen? Wie, wenn 
die Erschütterungen gleich und entgegengesetzt sein sollen? Wie, 
wenn keine Erschütterungen eintreten sollen? 



Zeoh, Aufgaben »Ha der Meohanik. 2. Anfl. 9 
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Tigm. 




Anflösnngen. 

Zu 1. (Fig 119.) Ist der Punkt von M nach B gefallen und 

kehrt er in gleicher Bichtung von B nach M 
zurück, so beschreibt er eine Parabel mit der 
Geschwindigkeit v. Auf einer Vertikalen von B 

aus werde die Geschwindigkeitshöhe x— ange- 
tragen , ihr Endpunkt 8 liegt auf der Directrix 
(nach y. 13.); eine Horizontale durch 8 geht 
durch J9f, also ist JSf ein Punkt der Directrix. Zieht man eine zweite 
Tangente von Jf an die Parabel, so ist diese senkrecht auf MB und 
geht durch den Endpunkt des Durchmessers BC. Also ist C der 
zweite Punkt, in welchem die Parabel den Ereis trifft und die Senk- 
rechte von M auf dem Durchmesser trifft diesen im Brennpunkt F. 
Damach ist die Parabel leicht zu konstruieren. 

Zu 2. Nach dem Fall ist die Geschwindigkeit v^ = 2gh. Kach 
dem Stoss: unter 30^ gegen den Horizont: 

Soll y = — «^^30^ = -7^ sein (zweites Auftreffen auf der 
schiefen Ebene), so ist: 

also aji=:2ÄV^3 ; y^z=L — 2h ; >/^J+yJ = 4Ä. 

Zu 3. Die Körper fallen längs der vertikalen Axe ZO, der 

-,/2ä7 
erste Körper komme nach zur Zeit t\=^Y — \ der zweite der Zeit 

t2 = y — -- Sie bewegen sich längs derselben Geraden OX weiter 

gleichförmig mit den Geschwindigkeiten V2ghi und V2gh^. Zur Zeit 
f haben sie zurückgelegt aji = l/2p^(< — t^) und a?2 = V2^Ä2(^ — t^. 
Es wird «jssajg, wenn: 

{/2(/Äi — >^2^Ä2}^ = 2Äi-2Ä2 , #=^|-(VÄi+i^Äa) = (^i+y, 
Zu 4. (Fig. 120.) Der erste Ball hat die Geschwindigkeiten: 
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vor dem Stoss horizontal ucosa, nach der ersten Hafte -^ucosa, 
nach der zweiten (1 — e) -^ucosa. 



Also Bahn der ersten: 



Bahn der zweiten: 
1+e 



«2 = 



2 



1 . 1 .2 



R^i/IÄ 




1 

Abstand: Viy^ — yi)^ + («2 — «1)^ = "S" w^Vl +4:e^cos^a. 



Zn 5. Geschwindigkeit nach dem Fall v^ = 2gh. Nach der 
Znrückwerfmig v^ = e t;; erreicht die Höhe hi ss ; dann ist f 2 = ^'^> 

nnd Ä2 = -j;— u. s. w. 



2^ 
Also G^esamtweg: ä + 2Äi 4-2Ä2 + ... =ä-+- 



= 2Ä(l-h62 + c4 4-...)-Ä =2Äj^;j^ — Ä = Äj3 



1 

9 9 

l+e« 



.2- 



Zu 6. Ohne Beibnng: erste Parabel horizontale Geschwindig- 
keit ucosa, vertikale usina, Wurfweite — usina ucosai 

9 

zweite Parabel: ucosa , e usina ; — e usina ucosa 

9 



dritte 



>2 



2 



ucosa , e^ustna ; — e^usma ucosa, 

9 



zurückgelegter Weg for anendlich viele Parabeln: 

u^sin2a,^ „ , u^sm2a 

__(l + e + e«H-...) = -(i^r^; 

mit Beibang: die vertikale Componente verliert darch den Stoss 
{\'^e)usina, also die horizontale wegen Beibang ju(l + e)u5ma. 

Sonach: 

«rste Parabel: horizontal ucosa 

vertikal usina 

2u^ 
Warfweite : svn a cos a, 
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zweite Hurabel: horizontal ucosa — fi(l'he)u8ina 

vertikal eusina 

Wurfweite: 2 — esmttieosa — fi(l'he)8mah 
dritte Parabel: horizontal ueasa — fi(l'he)usina — pi{l-i-e)eu$ina 

vertikal e^usina 

Wurfweite : 2 — e^ain alcos a — fji{l -^ e)^sinah 

vierte Parabel: horizontal «(»5« — ju(l -h e)(l + e -♦- e^uriha 

vertikal Eusina 

Wurfweite: 2 — e'sinajcosa— /A(l+e)(l4-c-i-62)sina^ 



U. 8« W. 



U. 8. W. 



TUBi W. 



fite Parabel: horizontal ucosu — fiusrnk^zz^i^ — <•*'); 



vertikal ^'^usina 



2m2 { 1-f-«/ \> 

Wurfweite: e""^ma<co5a—/i sinaT^^ II— e*-M> 



Summe aller Wurfweiten: 
u'^sin2a 



— /i 



2iflsiffial-hel \ 



9 



2u^sin^al'^e 



— M 



1-4 



e-4-e*4-...-he" 



-1— e2 — e* — e«— ... — e»— 4 



u^sm2al — e _ 2u^sifßae{\ — e'-Q (1 — g*) 
(7 l — e~'^ a 



(1-6)2 

Zu 7. Es ist (Fig. 121.) im Punkt 0: 

senkrecht zur schieÜBU Ebene v^stna^y 

parallel zur schiefen Ebene "v^cosa^ 

im Punkt 1: 

nachy.16 Xzur schirfen Ebene • e «^q 9kn<^r 

parallel zur schiefen Ebene vico^oif 

im Punkt 2: 

nachV.lGJ. zur schiefen Ebene e^v^mnaQ^ 

parallel zur schiefen Ebene v^coscl^. 

Für jede Parabel ist am Anfang und Ende die Horizontalpro- 
jektion der Geschwindigkeit gleich, also: 
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vo cos (oq -h t)= Vi cos tt] €061 -h VQsinuQ sini 

Vi cos («1 -H i) = tf2 cosa^ cosi -♦- vj sma^ sini 
n. 8. w. u. 8. w. u, s. w. 

t/,_i cos(a„_i H- «) = V, co^a« cosi-h Vn-.i sin an -i sini. 

Durch Addition: 

t/o cosaQCO»i=VnCOS o» cos« + 2 v^ 5i« «q sini 4- 2 t?i stw «j siwi -+- . . . 

4-2v«_iÄma».i5ini 
= v^cosoncosi + 2t/o s*w aQSini(l -t- e + c^ + , . . -+- c»-i) 

. 1 — e" \ 
v» cos an = vq CÖ5 «0 — 2vq sin a^ sin i = 

V, sin a» = c*vq sinaQ 

^^«•-"l-e — 2(l-e")si»*f^ao' 
Abwärtsgehen erfolgt, wenn 

«•>90 — * , tgan>coti , f^a«<^t>l 
(1 — e)c"f^ao^^* >1— e — 2(l~e»)/^ao^^^ 

^tga^iyi'he — 1 



e"< 



(l-f-e)«^ao<5^» 



Zn 8. (Fig. 122.) I and 11 sind anfangs in Buhe und werden 

Ton m gestossen. Von der Geschwindigkeit v, mit der III ankommt, 

1 + 6 
geht an die gestossene über ^ v; 



diese teilt sich in: 
1-he 



Ti^m. 



V cos a und — r — V sin a. 




Von der ersten Componente geht 

1 + € 1 + 6 

g * n vcos tt an die Kugel I über, bleibt 
l-he / l-f-e\ 1— c2 



durch den Stoes: 
fftr die eweite: 



/, l + «\ 1 - , 

vC08a\l 2 — I *= — 2 — *"<'*« > *"0: 

qp kann also Werte haben von bis 90^, und dann, wwn II 
gestossen wird, ohne die I zu stossen, Ton 90—120. Wird I ge- 
stossen, so kann auch noch q) = 180 sein. Unmöglich ist also 
q) > 120 und < 180 oder > 180 < 240. 
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B^m 



wenn 



Zu 9. (Fig. 123.) Geschwindigkeit in -4.: v = V2gh, senkrecht 

znr Ehene vcosa (nach unten), parallel 
vsina, nach dem Stoss evcosa (nach oben) 
und vsina — (1 -f e)fivcosa, 
also horizontal: 

(1 -h e)vcosa(sina — jjlcoso) 

= Bcosasinoc 
vertikal: 

ev — (l + e)vsina(8ina^fico$a) 

s=ev — Bsina 

5 = (1 H- c) v(«ma — fi cosa) 

X = £co8a,t y r=(et/ — Bsina)t — K-gi^ 

1 




= — ^^a = 



ev — Bsina — ^^gt 



Bcosa 



, woraus et/rs-x-^^. 



Aber JD= =:Bt, 



also 



^D = 2J5et; = 2c(l-h6)t;2(stna--/iCö5a). 

Die Formel ist unbrauchbar , wenn vsina<.fi{l-be)vcosa 
oder ^^ et < /i (1 H- e). Dann ist: 

—. = — tga^ -. , evs= -^gt = 

und damit: 

X 



e V cos a sm a 



D = 



cosa 



=z4e^hsma. 



VII. Lehre von der Festigkeit. 

1) Wenn ein Prisma einen Zug oder Druck auszuhalten hat, so 
zeigt die Erfahrung, dass innerhalb bestimmter Grenzen die Ausdehn- 
ung oder Verkürzung X direkt proportional dem Zug oder Druck P» 
der Länge l und umgekehrt proportional dem Querschnitt q ist, so 
dass man setzen kann: 

e.q 
wobei 8 der Elastizitätsmodul hei?st: '^cnc n:;ro Zur, 17^1: hör uom Prismii 
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Yom Querschnitt Eins die doppelte Länge geben würde, wenn es einen 
solchen Zng aushalten könnte. 

Nimmt P mehr nnd mehr zu, so entsteht bleibende Verlänger- 
ung oder Verkürzung und zuletzt Beissen oder Zerdrücken, um dies 
zu vermeiden, darf man nur eine von der Erfahrung für jeden Stoff be- 
stimmte grösste zulässige Spannung E^ anwenden. 

2) Wenn auf ein Prisma Kräfte einwirken, die nicht in der 
Richtung der Axe wirken, so entsteht Biegung. Wirken nur Kräfte, 
welche in einer Ebene durch die Axe liegen, so bleibt diese bei der 
Biegung ganz in der Ebene und man kann folgende Voraussetzungen 
machen: 

a. Die Querschnitte behalten alle ihre Form, 

b. sie bleiben stets normal zur gebogenen Axe. 

Dann besteht die Einwirkung der äussern Kräfte darin, dass die 
Querschnitte parallel verschoben und um zur Ebene der Kräfte senk- 
rechte Axen gedreht werden. Ist das Prisma gebogen, so sind an 
irgend einem Teil desselben die äussern Kräfte und die innem durch 
Verlängerung oder Verkürzung der Fasern entstehenden Kräfte im 
Gleichgewicht. 

Denkt man sich das Prisma längs eines Querschnitts durchge- 
schnitten, so müssen die innem Kräfte, welche die aufgehobene Ver- 
bindung der Massenteilchen ersetzen, im Gleichgewicht sein mit den 
äussern Kräften, die an dem abgeschnittenen Stücke wirken. (Alle 
andern innem Kräfte heben sich auf.) 

Die äussern Kräfte sind als bekannt zu betrachten, auch ihre 
Angriffspunkte nimmt man als bekannt an, indem man die kleinen 
Verschiebungen derselben durch die Biegung vernachlässigt. Alle diese 
Kräfte lassen sich aber ersetzen durch eine Kraft N senkrecht zum 
Schnitt durch dessen Schwerpunkt, eine zweite Kraft P in diesem 
Schnitt durch den Schwerpunkt und ein Moment ÜJt um eine zur 
Ebene der Kräfte senkrechte Axe durch den Schwerpunkt des Schnitts. 
Die innem Kräfte ergeben sich aus der Formänderung des 
Ti^llk- Prismas zwischen dem Schnitt AB (Fig. 124.) 

und dem unendlich nahen Querschnitt AiB^. 
- ^^* Ist AA^z=BBi=ilcd8 die. Verschiebung 
durch iV, Winkel von AB und J.iJBi = <iqp 
die Drehung durch 3DI, so wird eine zur Axe 
)^4 parallele Faser im Abstand v von der zur 
Kraftebene senkrechten Ebene durch die Axe 
ausgedehnt um: 



\ 
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kds-i- vd(fi 

und da ihre arsprünglicbe Länge ds war, so ist die Kraft, welc&e ihr 
die natürliche Länge wieder zu geben sacht, wenn dm ihr Quer- 
schnitt ist: 



q = EdfDlk-hv-j^\ 



In jeder Faser erwacht eine solche Kraft normal zu AB; far 
das Oleichgewicht dieser innern Kräfte mit den äussern hat man: 

1. — iV^=: Zq^Eko) 4- Ej^S.vd<D, 

weil Zvd<o Null ist, da der Schwerpunkt 8 auf der Axe liegt, so 
fallt das zweite Glied weg. 

Femer: -^^^zSqv^^E—^Sv^dio. 

Setzt man 2:v^d<D = J und bedenkt, dass genähert ^c2gp = 67$ 
ist, wenn q der Krümmungshalbmesser der gebogenen Axe ist, so 
hat man: 

Q 

Ist h der grösste Wert von v, so ist did grösste Verlängerung 

oder Verkürzung 

hds-^hdqi 

beide Glieder absolut genommen, also grösste Spannung für Einheit 

des Querschnitts: 

^, ^^dq, N 2RÄ 
EJc^Eh-—^'-'\ — =r- 

a$ HD J • 

und es muss daher sein: 

N SDlÄ 
IIL — h -^ < Er. für jeden Querschnitt. 

3) Die Gleichung I giebt die Verkürzung oder Verlängerung der 
Axe des Prismas. Für ein beliebiges Stück ist: 

X=i/kds:=z — /^^ — zwischen den gehörigen Grenzen. 

Die Gleichung II giebt die Form des gebogenen Prisma. Da 
nämlich: 

d^y 

1 da^^ 



(? /i . (^yY[i 



{' - ST 
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und -^ sehr klein ist, wenn man die Axe des Prisma zur XAxe 
nimmt, so bat man: 

E/^=— an, 

woraus y als Funktion von x durch zweimalige Integration sich ergiebt. 
Die Gleichung III giebt eine Beziehung zwischen den äussern 
ErSften und den Dimensionen des Prisma. 



Aufgaben. 

(Folgende Bezeichnungen haben hier durchweg dieselbe Bedeu- 
tung: ^Elastizitätsmodul; /Trägheitsmoment des Querschnitts; der Kürze 
halber e = J&.J; B grösste zulässige Spannung oder Pressung des be- 
trachteten Materials; M das grOsste vorkommende Biegungsmoment; f die 
grOsste Senkung.) 

1. Ein Prisma mit horizontaler Axe von der Länge l ist am 
einen Ende eingespannt, am andern mit P belastet und trägt über- 
dies eine gleichförmige Belastung, jp für die Längeneinheit. Was ist 
/•und Jf? 

f SS -s— (P -h f j> J) . . . . am freien Ende, 

«5 6 

M= Pl-hlpl^."» am eingespannten Ende. 

2. Ein Prisma mit horizontaler Axe von der Länge 22 ist an 
beiden Enden aufgelegt und im Abstand nl yon der einen Seite 
(n> 1) mit 2P belastet? Was ist f und M? 

^ P„n(2 — n)(4 — n),/ 4 — n . ... ,.,/ 4 
f^ — ß-^ 21 fy n im Abstand 27/ w. - 

Jlf = PI n (2 — w) . . . . im Angriffspunkt von 2 P. 
Bei gleichförmiger Belastung findet man: 

f= — . ,\|? U und M=ipß,... in der Mitte. 

3. Ein Prisma mit horizontaler Axe von der Länge 22 ist am 
einen Ende eingespannt, am andern angelegt und in der Entfernung 
nl vom ersten Ende niit 2P belastet. Was ist f und M? 

Wenn n> 1,172, so ist 



— n 



^ .^« «(2 — n)(4 — n)8 . *, ^ , , , 
/•=§ — 28 wg ;^ ■ /^ 5^.... im Abstand 4w2 



4-:-n 



« (8-h4 w — n«)2 "--— — -"-8-h4 n — fß 

ai = iP2n»(2 — n) (6 — n) im Angriffspunkt von 2P. 

Ist dagegen ft< 1,172, so ist: 



138 ^^* Lehre von der Festigkeit. 



M = ^Pln(2 — n)(4 — n).... am eingespannten Ende. 
Bei gleichförmiger Belastung findet man: 

f = 0,0867?-^ .... im Abstand 1,156 1 

M = ipT^ ,,,. am eingespannten Ende. 

4. Ein Prisma mit horizontaler Axe von der Länge 22 ist an 
beiden Enden eingespannt nnd trägt im Abstand nl vom einen Ende 
die Last 2 P. Was ist f nnd M? 

Setzt man n ^ 1 voraas, so ist : 

f=J — iSnS)- (5. ... un Abstand^ 1, 

jlf = pinjillZl^,, . . im Abstand 2 «. 
Bei gleichförmiger Belastung findet man: 

/= wV^— .... in der Mitte 
Üf SS I j!> 22 . . . . an beiden Enden. 

5. Ein Prisma von der Länge 21 mit horizontaler Axe ist an 
beiden Enden aufgelegt nnd auf die Länge 2n'l gleichmässig belastet, 
so dass die Mitte dieser Belastung um nl vom einen Ende abliegt. 
Was ist M? 

M = J 2? ^2 n n' (2 — n) (2 — n') im Abstand (n 4- n' — n n') l 

Ist n' gegeben, n veränderlich, so wird M am grössten für n = Z, 
nämlich: 

M= }^i2n' (2 — «')•••• in der Mitte. 
Dann ist: 

/^= j\^n'(2— n')(4-h2n'— n'2).... in der Mitte. 

6. \Ein horizontaler Balken von der Länge 21 liegt an beiden 
Enden nnd in der Mitte anf. Jede Hälfte ist in der Mitte mit P be- 
lastet. Wie gross sind die Drücke auf die drei Anflagepnnkte? 

Die Drücke in beiden Enden sind ^P, in der Mitte f{P. . 

Das grösste Moment ist ^^Pl in der Mitte. 

Am einfachsten löst sich die Aufgabe durch Zurückfährung auf (3). 

7. Dieselbe Anfgabe bei gleichförmiger Belastung. 

Die Drücke in beiden Enden sind ipl, m der Mitte ^ph 

8. Ein horizontaler Balken liegt in beliebig vielen Punkten anf, 
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die Drücke zn bestimmen, wenn durchweg gleichförmige Belastung 
stattfindet. 

Bezeichnet man das Biegungsmoment im n'«*« StütsEpmikt mit Xn 
xmd mit o» die Länge des Balkens yom n^««» bis zum (n -f- 1)^«* Stütz- 
punkt, 80 hat man fttr je drei aufeinander folgende Stützpunkte die 
Gleichung: 

H-(a3,-ha8»+i).{2> = 0. 

Da für den ersten und letzten Stützpunkt das Biegungsmoment 
Null ist , so kann man durch Anwendung dieser Gleichung auf je 
drei aufeinander folgende Stützpunkte die Biegungsmomente in allen 
Stützpunkten finden. 

Das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle hat aber stets 
die Form: 

A-h Bx — ipx^, 

wo die Constanten Ä und B aus den Werten der Biegungsmomente 
im Yorangehenden und folgenden Stützpunkt sich ergeben. 

Ist femer das Biegungsmoment an beliebiger Stelle bekannt, so 
kennt man auch den Druck auf die einzelnen Stützpunkte: 

Nn+l = Bn^l Bn-hpOn, 

wenn man für x den dem Stützpunkt entsprechenden Wert setzt. 
Beispiel: yier Stützpunkte in den Entfemxmgen (7, nlj l): 

Die Drücke in den Stützpunkten sind: 

XT 4 , 5-1- 10wH-6n2 + n3 
N^ = Ns^ipl 2^-3^^ • 

9. In einer vertikalen Ebene sind zwei gleiche Balken CA und 
CB an einander gelehnt, die untern Enden Ä und B sind durch eine 
horizontale Zugstange verbunden, deren Mitte D durch eine vertikale 
Zugstange mit C in Verbindung steht, und von irgend einem Punkt 
E auf CD gehen zwei weitere Stangen nach den Mitten F und 6- 
von ÄC und BC. Was sind die vorkommenden Spannungen und 
Pressungen , wenn man auf Ä C und B C gleichförmige Belastung 
(p auf die Längeneinheit der Horizontalprojektion) annimmt und die 
Gewichte aller Stangen vernachlässigt? mit Ausnahme des Gewichts 
P von Ab. 

Setzt man AB=z2a, /:^CAB = ß xmdEFC^ a, so ist (ver- 
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eo9ß 



in EF Pressung — Ipa 



stna 



mAB Spannung = -%^j- 

in Bespannung ^ iP-^ipa '^^'^^''''^ , 

10. Man hat wie Torher die zwei Balken CA und CB, über 
jedem als Grundlinie wird jetzt ein stumpfwinkliges gleichschenkliges 
Breieck, CDÄ und CEBy samt Höha, ans Zugstangen gebildet und 
endlich E und D durch eine weitere Stai^ verbunden. Was sind 
die vorkommenden Pressungen und Spannungen, wenn man als Last 
bloss eine gleichförmige Belastung T(m CA und CB wie vorher an- 
nimmt? {Z.EBC=a\m^ Z^^BC^ß, b die Höhe von Oüber DE.) 

Pressung in den Hohen =ip aeasß 

Spannung in den untern Schenkeln s= fl o a -r-^ 

Spannung in den obem Schenkeln ^^rr-^ — Ai>«-t-^ 

2b stna "^ stna 

Spannung in D Jfi^ = ^^. 

11. Dieselbe Konstruktion wie eben und dazu noch in jeder 
Hälfte der gleichschenkligen Dreiecke Verbindungsstangen vom Fuss- 
punkt der Höhe zur Mitte des Schenkels und von hier zur Mitte der 
halben Grundlinie. 

Pressung in den letzten Stangen =:ipacosß 

in den vorher genannten =kpa^ 

^^ sma 

in den Höhen der gleichschenkligen Dreiecke ^^Upacosß 

in den Schenkeln Spannung und zwar in den vier Teüen von unten 
nach oben: 

2b stna "'-^ stna 2b stna "^"^ stna 

Endlich Spannung in D JB? = ^^j-, 

12. Ein horizontaler prismatischer Balken ist an beiden Enden 
aa%elegt, gleichförmig belastet und hält eine horizontale Pressung 
oder Spannung aus. Was ist f und M? 
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Ist 21 die Länge und T die Pressung oder Spannimg-, so hat 

man, wenn: 

T 

e 
gesetzt wird, fBr Pressung: 



_ - p 1 — C08 m 2 

jf _- — 

für Spannung: 



m4 2w2 m4(e*^-f-«-'»0 

12 b. In einer vertikalen Ebene giebt ein gleichschenkliges Drei- 
eck mit den Schenkeln a in den ' gegenüber liegenden Winkels a die 
Gleichgewichtslage eines schweren Punkts von der Masse m an, die 
vermittelst zweier elastischen Fäden an den festen Endpunkten der 
Grundlinie aufgehängt ist. 

«Die Bewegung soll angegeben wer<ten, welche der Punkt an- 
nimmt, wenn er innerhalb der Yertikalebene ein wenig aus der Gleich- 
gewichtslage entfernt, dann aber sich selbst überlassen wird. 

Vorausgesetzt wird, dass die Fäden stets gespannt bleiben und 
die Ausdehnungen derselben kleine Grössen sind, Glieder höherer Ord- 
nung aber g«gen solche niederer Ordnung vernachlässigt werden. 

Zwischen der Spannung S eines elastischen Fadens , welcher in 
dem gestreckten aber nicht gespannten Zustand die Länge ai o hat, 
und seiner Ausdehnung /\aiO, besteht die Beziehung 

wo E eine grosse Zahl (W. C.) 

13. Eine zylindrische Bohre soll von innen nach aussen den 
Druck P auf die Flächeneinheit aushalten; wie dick ist sie zu nehmen, 
wenn der innere Durchmesser d ist? 

Die Dicke ist: 

Pd 

2R' 

14. Was ist die grösste Umfangsgeschwindigkeit v eines 
Schwungrings von der Dichijp J, wenn er nicht reissen soll? 



/ 



Bg 
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15. Eine vertikal gestellte Tragplatte von konstanter Breite soll 
in jedem Querschnitt gleiche Sicherheit bieten , wenn sie aussen mit 
P oder gleichf&rmig belastet ist. Was ist ihr Profil? 

Im ersten Fall nehmen die Hohen zu wie die Ordinaten einer 
Parabel, im zweiten wie die einer geraden Linie. 

16. Ein Balken von konstanter Breite liegt anf zwei gleich 
hohen Punkten anf. Was ist sein Profil, wenn die Sicherheit stets 
dieselbe ist, wo man anch eine bestimmte Last aufhängt? 

Die Hohen sind proportional den Ordinaten einer EUipse. 



Auflösungen. 

Das eingespannte Ende sei Ursprung, Y vertikal, X horizontal längs 

der Axe. 

ZuL B^=^P(l-x)'h^p(l^x)^ 

Zu 2. (Fig. 125.) Man setze N=nP , «>L 
Man hat links: 

lä'^ f^ e^ = 2P(n?— *)-nP(2?-4j) 

= — (2 — n)P» 



fMill 



dy 2 — »^ « ^ 

ax 2 

rechts: 

«;r = — 2fl?P«-t--o-»P««-4-C' 
ax 2 
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8 



l^P 



x^2l y=:0 , also: C"4-2C'Z = -g-w 

xz=inl , ^ gleich links und rechts: 
ax 

die y gleich, also: 

Cnl — ^^PnH^=:C'-hC\nl'h^nH^P^nH^P 
6 6 



also folgt: 



C" = — ~-Pw8Z3 C' = ~-W(8 + W2)22P; 



dy 4 — H 

grösste Senkung ^ = , links für x^=:n — q— ^^ 

dies ist <n^Z^, weil n>l, also links grOsste Senkung; 
dann ist: 



e 



/^=-g-w(2—«)(4-w)^w— s— PZ8 



2 — n 4-- 
3 



w— g— ^ n— ö--PZ3 = -ö-n(2---w)(4---n)^ w— ö--P?8. 



Ist die Belastung gleichförmig, so hat man: 
dy 



6 



P 






Zu 3. (Fig. 126.) Man hat links: 

d^y 
€j^ = 2Pinl-^x)^N(2l^x) 



e 



n««jj 



»H 



»i 






jP 
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rechts: 



= — N(2l—x) 






x = 2l y = 0, also C' + 2Cl=4-^^ 



6—« 



a? = «Z , die ^ gleich: C = J?««ja ; N=Pffi~^ 

2 
die y gleich: (?'-♦- C«^ = -ö-P»'P; 



C' = --|-P»8Z8 



4 ^ 

tiefster Pnnkt links für ar, =r4«?^ — z s, 



wenn a;i<n2 , also w>4— V^8>1,172 



rechts für iC2 = 2Ml — jKß — ^|» 

wenn iC2>w^ » also n< 1,172 

im zweiten Fall «/-rzrP^s^Bizi^^T/JE^, 
femer für a? = 9Ri =:-;j-PZw(2 — n)(4— w); 

a?=w? 3R2 = -g-Pn2(2 — w)(6 — w) 

2Ki>aK2 » wenn a?< 1,172. 
Bei gleichförmiger Belastung: 
d^v 1 

C?y 1 



e 
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y = , a? = 2Z gfiebt N=i-j-P^ » grrösste Senkung für 

x = l ^ — =1,1567 , sf= 0,0867 pl* 

x = , m = ^pP ; x = ^l , 2)l = -^i)P. 

Za 4. (Fig. 127.) Setzt man (N— M) = 8 und Mm = ß, 
80 ist links: 

tj^ = 2P{nl-x)-8{2l-x)^-n . ,VS"7 1» 



t-^ =2Pf«Z« 



«a 



— Ä (2 ?« — -5- «*) + /«« 



•iP 



r tft. 



N 



e 



y = 2p(-yn2a?2«-^a^)-Ä(irra--i-a^)H.^^ 



«' 



rechts: 



d2 



«:r:l = -Ä(2i-a?)H-^ 






-rt-aj2j-4-;ia? 



,y = — fi'^ia;« — -|-a;8^ 4- -L^a?a -H Ca;-t- C 



2 . - 1 



fSr d; = »{ sind die ^ gleich, also (7=Pm'2'; n. die y gleich, 



also C'-t-Cn2 = -g-Pn8Z8, also C' = — -g-Pw»?», 

für a? = 2? ist y = n. j^ = , also: 

2I»S-2Jitf = C=:Pn2ja 

8 



V^8 



-2Zaiu = 2C?-+-C' = P?8n2(2--^n\ 



3 n 2 — n 

woraus folgt: Ä=P«* — s — ^"^^ n=iPlffi — s — . 

n 
Für w>l ist die grösste Senkung links f&r a?i=2Ij-— ' 

1 (2 — «)2 

3 (1 H- «)2 

Zech, Aüllgaben ans der Mechanik. 2. Anfl. 10 
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a? = giebt: SRi = 2PwZ-2i8«-H/i = -^PnZ(2--n)2, 

a?=wi giebt: 5012 = — Ä(2 — n)?-+-iu = -PZw2^^^=^, 

2 — n 
x=i2l endlich 3R3 = /i = PI«2 — ^ — ; also 

aJl,:aR2:aR8 = 2 — »:n(2--n):w; 
far n> 1 ist das letzte am grössten. 

Bei gleichförmiger Belastung hat man: 

ey = \pi^l^x'^-\llx^+^x^'^^8{lx'^-^\x^-^\lix^ 
x = 2l » ^ = Ä'? — .tt = Yi>^« ; iindyr=0 4Äi — 3/i — 3i>««; 
also Ä=i9? , iU = -|-i>Z2 , «/"^^i??* , aR = -g-i>?^ für x = 

und — ^i? l^ für a? = ?. 

Zu 5. (Fig. 128.) N2l=2pn'l.nl , also N—nn'pl; 
rechts: 301 = -— n w'jp Z (2 ? — a?) , 

in der Mitte: 3K= — wn'i9?(22 — a?) •+- -g-i^Uw-hw')? — a?| 

und links: 3Jl=^nn'plx — 2pn'lx, 

Fi^fZS f^ Der grösste Wert links und rechts 

^ I :| ^ ^^ einem Ende der Mitte, also mit 



snl 



■i 



dieser gemeinschaftlich. Man hat deshalb 
«i * nur den grössten Wert far die Mitte zu 

bestimmen. Dies ist: 



3R = -2-2?Z2n»'(2— »)(2 — w') für x^in^-W-nnV 

und dieses 3R ist wieder am grössten für n=:l, wenn n' constant 

ist, also x=:l und ^1=^^^^^^' (^^^')' 
Für w= 1 ist: 
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rechts: 






8y = -^n'pl\lx^---^!xA-hCX'^C'' 



Mitte: 



«y = — n'plllx'^ — w-m^ 



d 



et y 

Ä? = (l +n')^ giebt gleiche « und ;jr^, also 
<7-C = -^pZ8(lH-w')« und C"-0"'4-(0-0')(H-«')^ 

für « = Z ist 1^ = 0, also C"= ~-^i??«(l~6«'-f-8w'2), 
und daher: C7=-^p?»w'(9 h-w'«) 

Q 

x-21 giebt y = und C" -h2C« = ^n'i??*; 



24 



Zu 6. (Fig. 129.) Jede Hälfte ent- 
spricht der Aufgabe 3 far n == 1, also g- 



Fig. 129. 



^ = 16^- 



*P 



Zu 7. Ebenso. 
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Zu 8. (Fig. 180.) 



.1 



V FijflO V 

^- A:: 



i^ 






•«•« 



—^ = Än-^BnX — ^pX^ 



dx^ 



2 



« 



Setzt man iCi = (^) , so ist: für ir = a,: 

^ 1 . 1 T. . 1 . 

Man hat sonach: 

Wenn man zum folgenden Abschnitt übergeht durch Vermehrung 
der Indices um 1: 

und femer 

also 4) -Bn a» = X,^i — Z, h- -yi^ai. 

Die Gleichungen 1 bis 4 geben den Satz. 

Zur Bestimmung von N hat maii^ {L die ganze Länge): 
auf a«: 

X -*- J?nic - Yi>a;2 -_ _ —p{L — i»)2 -h JV;+i (a, — a;) 
auf a»^!: 

Da aber a; = a« + ^1 , so giebt die Subtraktion: 
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Es müssen für a?=a« und a;j = die Ausdrücke vorher gleich 
sein, also ist: 

oder durch Subtraktion der letzten zwei Gleichungen: 

JB^(x-^au)—Bn^x (ä? — o«) — —p (ä?2 — ai) -+- -^p (x — a.)2 

=iV;+i(a, — a?) 
und dxurch Division mit (x — a,): 

Ä — Bn+i —P an -h Nn^i = 0. 

Für 4 Stützpunkte folgt: 

und da J^ = Xo ist: 

1 ,.1+^3 
* ^ 4 2-*-3w 

A.I = ^^ = , -0-2 = -0.3 ^ jsr^ 

1 1 1 1 -h W^ 

1 5-i-10nH-6n2-4-w8 

+^^ = T^^ 2:^137» 

i>r, = ^j>?(2 + n)-^3 = ^j>Z ^_^3^ . 

Zu 9. (Fig. 131.) Das Gesamt- Fig. Wl. 

gewicht pa, das auf ÄC aufliegt, 

werde senkrecht und parallel zu .äc 

zerlegt. Man hat dann pasinß längs 

des Balkens und senkrecht zum Balken 

pacosßf was sich auf die 3 Punkte Ay Fy C nach 7. verteilt. Man 

3 10 

hat in Ä und C ^pacosß und in F: :r^jpacoÄj5. Der letzte Druck 

muss ganz von FE getragen werden; ist also B die Fressung in EFy 
so ist: 

R8tna = -^pacosßn 

Das Gewicht P von Ä B verteilt sich auf Ä, D und By so dass 




150 



Vn. Lehre von der Festigkeit. 



3 10 

TT^F in Ä nnd J?, tt in 2> wirkt. Alles übrige ergiebt sich aoB 

10 io 

den statischen Bedingungen. 

5 
8 in €E hält -g-P und den 2Ä Gleichgewicht. 

Wird ^C isoliert, so ist in J. vertikal nach oben: 
pa-h-YF—j^P^pa-hj^P anzubnngen. 

(Halbe Gesamtlast minus dem in Ä angreifenden Teil des Ge- 
wichts von Ä B, Die Drehung um C giebt dann , wenn T der Zug 

m AB ist: 

5 3 

T.AC8inß=pa-^j^PACco8ß — jwpacosß.AC 

13 5 

T=j^pacotß +j^Pcotß. 

Zu 10. (Fig. 132.) Betrachtet man zuerst das Dreieck ACl> 

1 C 




als fest, so ist T, V und die Last pa um € im Gleichgewicht, also 

1 1 pa^ 



21' 
5 



In den Punkten F und ff ist -^pacosß die Pressung. Be- 
trachtet man jetzt Ac fui sich, so geben die Momente um € Null; 
da aber in F zwei entgegengesetzte Kräfte wirken, so bleiben nur die 
Kräfte in A und damit sie keine Drehung um € hervorbringen , ge- 
nügt, dass die zu ji C senkrechten Componenten sich heben. Also: 

. B 
pacosß—jwpcicosß- 



^ l^pacosß 



16 sina 

Schreibt man das Gleichgewicht von FD an, so erhält man 
eine identische Gleichung und: 

Scosa-h Tcosß — Qcosa^O , d.h. asin{a'{'ß)=^bco8aco$ß. 
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Zu 11. (Mg. 133.) Aus 8 folgt: 









T G"^^^^^^ 



Ti^m 






13 2 11 



Femer wenn man sich BEC fest denkt: T=i 



2 






In J6ri^ müssen die Gomponenten senkrecht viBC sich heben, 
sonst bliebe B € nicht gerade. 

^ ^ ^ 101 cösÄ 

. ^ ^ rs pal^smß 11 CÖ5Ä 
3 ^ 2bsma 112^ sm« 

Bas Gleichgewicht von NL verlangt; 

Ä2^-(Qi — Ö2— 0«***« = ^ ^2-^(^1 — ^2 — ^^« = ^ 

also: 

^ ^ JBo 1 cöSj:? 85 cos 8 



7 5iwa 
27 cosß 



i?a— 



»"112^"sma 



112" sma 
Das GMeichgewicht von 6rJE!' verlangt, wenn B die Pressung 

darin ist: 

29 
i2j=JJ — (Q2 •4-Ä2)5ma , also B=^^pacosß. 

Das Gleichgewicht in E giebt wieder eine identische Gleichung 
und eine Beziehung zwischen a und b, wie in 10. 

Zu 12. (Fig. 134.) 
woraus durch Integration: 



91} 



2 






also: 
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«^=-^4 






P 



2ma 






Für Pressung ist — ^ m^ statt + m^ zu setzen. 



* Zn 13. (Fig. 185.) Bei der Länge Eins der 

Rdhre kommt auf die Fläche 2jd des Schnitts der 

Bohre der Druck dPj also auf die Flächeneinheit 

dP Pd 

und dieser muss <jß sein, also J> 




2J 



2B 



.mv 



2 



Zu 14. (Fig. 135.) E sina<C2J)B, wo wi die Masse eines 

Teils des Schwungrings, D die Dicke ist. 

w = i) ! , rmsmtt = 2r2>— ; <2? , v<r — r- 



Zu 15. (Fig. 136.) 



Fig /36. 

2 



1) Ä = 



__P(Z-^ 4 




P 4 

(i — ic) = -Q- &y2. Parabel. 



X Ä^" "-' 3 

Gleichförmige Belastung: 

2)iJ= ;jp ,^(^^^)B = _,3,S. 

Gerade. 
Zu 16. (l+w)P(2?-a?) — 2p|(lH-w)?— a?| = .ß-g-6y2. 

Maximum des Moments für x^nl-¥l 
(1-»)P(1 +w)? = -|-22&y2. 



Setzt man x statt w?, so ist: P(P — x"^) = -ö-Ä&?y^ Ellipse. 
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1) Dem GleichgewicM der Flüssigkeiten liegen zwei Sätze zu 
Gmnd: erstens zwischen den Teilen einer Flüssigkeit findet keine Beib- 
ang statt und zweitens: eine Flüssigkeit ist nicht znsammendrückbar. 

Ist q die Grösse irgend einer ebenen Flache im Innern einer 
Flüssigkeit, q' die einer zweiten, nnd wird auf q ein Dmck P ans- 
geübt, so mnss, wenn Gleichgewicht stattfinden soll, in ^ ein Drack 
P' aasgeübt werden, für welchen die Gleichang gilt: 

<( " q' 

Denn denkt man sich q and €[ als Endqaerschnitte einer Röhre 
mit beliebigen Dimensionen, so mass, wenn man sich die übrige Flüs- 
sigkeit starr geworden denkt, die Flüssigkeit in der Röhre im Gleich- 
gewicht sein. Wendet man den Satz Ton den yirtaellen Verschiebangen 
an, indem man annimmt, P schiebe die Fläche qwas.d8 vorwärts 
and c[ gehe dann um d^ vorwärts, so mass, da keine äussere Kraft 
ausser P und P' wirkt, wenn man von der Schwere absieht, und da 
keine Reibung stattfindet, sein: P^5 — P'ds' = (— P' da beide 
Drücke ins Innere der Röhre gehen müssen). Da aber die Flüssigkeit 
unzusammendrückbar ist, so hat man q^sr=zc[ 6s\ also: 

p r 
p 

— ist der Druck auf die Flächeneinheit oder die „Pressung^ 



3 
und der Satz heisst also: Wenn irgendwo in einer Flüssigkeit, die im 

Gleichgewicht ist, eine Pressung ausgeübt wird, so wird überall und 
nach jeder Richtung dieselbe Pressung ausgeübt. 

2) Nimmt man Rücksicht auf das Gewicht der Flüssigkeit, so 
ist noch die Arbeit der Schwerkraft bei der Verschiebung in Rechnung 
zu bringen. Diese Arbeit ist aber dieselbe, wie wenn das Flüssig- 
keitsvolumen qds m die Lage von c[^s* gebracht würde, während die 
übrige Flüssigkeit in Ruhe bleibt, also hat man, wenn z der Niveau- 
unterschied von q und ^ ist und wenn p und p' die Pressungen in 
q und <l sind: 

pqds^p g[ dsf -^Jqds.z^Of 

wenn J die Dichtigkeit der Flüssigkeit ist, also da qös = q'ds' ist: 

p =p -^ dZf 

d. h. die Pressung in einer Flüssigkeit ist gleich der an irgend einer 
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andern Stelle plns dem Drnck einer Wassersäule, deren Qaerschnitt 
die Flacheneinheit und deren Höhe der Niyeanonterschied der Schwer- 
punkte der zwei Flächen ist. 

3) Ist ein Körper in eine Flüssigkeit eingetaucht, so wird er 
von einer Kraft aufwärts getrieben, welche gleich dem Gewicht des 
gleichen Volumens Flüssigkeit ist (Auftrieb, Archimedes Gesetz). 

Denkt man sich den Körper in vertikale Prismen mit sehr klei- 
nem Querschnitt geteilt, und ist doD mit der Horizontalneigung a die 
obere Endfläche eines der Prismen, dw mit Neigung a! die untere, 
ist femer js die Höhe des Prisma, so ist^-t- J-e? die Pressung auf 
dq', wenn /> die in dg ist. Die Summe der vertikalen Gomponenten 
der oben und unten wirkenden Drücke ist: 

Z= Z(p-h Jjs)dq'cosa — Spdqcosa, 

oder da dqcosa = dg[ cosa =^dfD dem Querschnitt des dünnen 

Prismas ist: 

Z=iSylzd(D:=JY, 

wenn V das Volumen des eingetauchten Körpers ist. Der Angriffs- 
punkt dieses Auftriebs ist der Schwerpunkt der verdrängten Flüssigkeit. 
Denkt man sich dagegen den Körper in dünne horizontale Pris- 
men geteilt, deren eines durch dq und d^ mit den Horizontalneig- 
ungen a und a begrenzt ist, so ist die Summe der horizontalen 

Neigungen: 

Spdqsina^Sp d^ si/na' ^'(i, 

weil dqsma^-d^ sma =d(o dem Querschnitt des Prisma ist. Also 
heben sich die Drücke in horizontaler Bichtung auf. 

4) Wenn der Auftrieb gleich dem Gewicht des Körpers ist, so 
schwebt der Körper in der Flüssigkeit, er ist in jeder Lage im Gleich- 
gewicht; ist der Auftrieb kleiner, so sinkt der Körper; ist er grösser, 
so steigt der Körper, bis ein Teil über die Oberfläche hervortritt. Da- 
bei wird der Auftrieb kleiner, bis er gleich dem Gewicht des Körpers 
wird. Für Gleichgewicht müssen der Schwerpunkt des Körpers und 
der der verdrängten Flüssigkeit auf derselben Vertikalen liegen. 

Dieses Gleichgewicht kann stabil oder labil sein. Bringt man 
den Körper sehr wenig aus der Gleichgewichtslage, aber so, dass die 
verdrängte Flüssigkeit nicht zu- und nicht abnimmt, so ist das Gleich- 
gewicht stabil, wenn der Körper in die alte Lage zurückzukehren strebt. 
Es sei S der Schwerpunkt des Körpers 8, der der verdrängten Flüs- 
sigkeit U, und a ihr Abstand 8 TT. Wird der Körper aus der Gleich- 
gewichtslage um qr gedreht, so tritt ein Volumen t;, dessen Schwer- 
punkt 8 ist, aus der Flüssigkeit, ein gleich grosses v' mit dem Schwer- 
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paukt s' sinke ein and 8U habe jetzt die Vertikalneigang q). Die 
Kräfte, die aaf den Körper einwirken, sind das Gewicht des Körpers 
and der neae Aaftrieb. Dieser letzte lässt sich betrachten als Besal- 
tante aas dem vorhergehenden Aaftrieb Q, dem Aaftrieb q des nea 
eingetaachten Teils v and dem negativen Aaftrieb ( — q) des aafge- 
taachten Teils. Ist ss^ = a' mit der Horizontalneigang a, so ist das 
Moment der 4 Kräfte Q, —Q, q, —q: 

qa'cosa — Qasincf). 

Ist dieser Aasdrack positiv, so ist das Gleichgewicht stabil, ist 
er negativ, so ist es labil, ist er Nall, so ist es indifferent. Dabei 
ist qp sehr klein angenommen. Ist für endliche Werte von qp jener 
Aasdrack Nall, so hat man eine neae Gleichgewichtslage. 



Aafgaben. 

1. In der vertikalen Wand eines mit Wasser gefällten Ge&sses 
ist eine rechteckige Klappe mit horizontalen and vertikalen Seiten an- 
gebracht. Um welche horizontale Axe mass die Klappe drehbar sein, 
damit sie sich bei jedem Steigen des Niveaas öffnet? 

Ist Zi die Tiefe der obem, z^ die der imtem Seite der Klappe, 
Zq die Tiefe der Drehaxe, so ist: 

" ' Zi-^Z2 

Ib. In einer ebenen senkrechten Gefässwand befindet sich eine 
halbkreisförmige Klappe, der begrenzende Kreisdarchmesser 2 a in wag- 
rechter Lage in der Tiefe h anter dem Wasserspiegel oben, die Man- 
dang xmten. Wie gross ist die Drackresaltante in Kg, wenn die 
Masse in m angegeben sind and wo liegt ihr Angriffspankt? (W. C.) 

2. Ein Schleasenthor ist gebildet aas einem Qaadranten and 
einem Bechteck, der vertikale Halbmesser des Qaadranten ist zagleich 
Seite des Rechtecks and Drehaxe. Wie gross mass die andere Seite 
des Rechtecks sein, damit keine Drehang entsteht, wenn das Niveaa 
mit dem horizontalen Halbmesser des Qaadranten zasammenfäUt? 

Ist a die eine Seite, so ist \ay2 die andere. 

2 b. In seinem & = 2,4 m breiten and A = 8,7 m hohen Qaerprofil 
ist ein gemaaerter Kanal darch eine Klappe verschlossen, die aaf der 
einen Seite bis zar Höhe h' = 1,2 m , aaf der andern bis zar Höhe 
h"=z S,2m benetzt ist. Die Klappe soll darch 4 in den Ecken senk- 
recht za ihr wirkende Kräfte im Gleichgewicht gehalten werden, wie 
gross müssen diese Kräfte sein? (W. C.) 
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2 c. In einer untern Ecke eines rechtwinklig parallelepipedischen 
OefiUnes, das bis zar Höhe h mit Wasser gefüllt ist, befindet sich den 
Wänden angepasst, ein Oktant einer Kngel vom Halbmesser a kleiner 
als h. Was werden die Drücke, welche die ebenen Grenzflächen des 
Oktanten auf die Wände des Ge&sses ausüben und in welchen Punkten 
müssten gleichgrosse Gegendrücke auf die bedeckten Teile der Wand- 
flächen ausgeübt werden, wenn diese nach aussen beweglich wären, 
aber am Ausweichen verhindert werden sollten? (W. 0.) 

3. Ein hohler Würfel ganz mit Wasser gefüllt hat eine vertikale 
Diagonale. Man soll zeigen, dass der Druck auf die untern Flächen 
doppelt so gross ist, als auf die obem. 

4. Ein hohles Halbellipsoid wird mit dem Grenzhauptschnitt 
auf eine horizontale Ebene gestellt. Bringt man durch eine kleine 
Öffnung oben Wasser ins Innere, von dem angenommen wird, dass es 
unten nicht durchfliesse, wie hoch kann das Wasser steigen, ohne das 
EUipsoid zu heben? 

Ist J die Dichtigkeit des Wassers, Q das Gewicht des Halb- 
eUipsoids mit den Halbaxen a, 5, c (e vertikal), so ist die gesuchte 
Höhe: 



-n 



SQc^ 



Jab' 

4b. Aus einer Kugel vom Halbmesser a und dem (Gewicht 4q 
sei vermittelst zweier durch einen Durchmesser senkrecht zu emander 
gelegter Ebenen ein Viertel ausgeschnitten, das um den in horizontaler 
Lage befindlichen Durchmesser in 2 in seinen Endpunkten angebrach- 
ten Angeln drehbar im Gleichgewicht erhalten werden soll, während 
die eine Halbkreisfläche gegen den Horizont von oben unter dem Win- 
kel 90^, die andere von unten unter dem Winkel 90® — geneigt ist. 

Wie gross ist die hiezu erforderliche Kraft? (W. C.) 

5. Ein Prisma mit rechteckigem Querschnitt schwimmt, was ist 
seine Gleichgewichtslage? 

Ist eine Seite 2 b des Rechtecks über dem Wasser, nennt man 2 h 
die andere und e das spezifische Gewicht des Prisma, so findet man 
für die Horizontalneigung gp der Seite b folgende Gleichungen: 

tgq) = oder tg(p^ = 12^e(l — e)^2, 

Wann ist das Gleichgewicht stabil? Was geschieht, wenn in der 
zweiten Gleichung qo imaginär wird? 

6. Ein Prisma mit dreieckigem Querschnitt schwimmt, was ist 
die Gleichgewichtslage? 



/ 
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Ist e das spezifische Gewicht, h die Verbindangslinie einer Ecke 
des Querschnitts mit der Mitte der gegenüberliegenden Seite, a nnd 
ß ihre Winkel mit den anliegenden Seiten a und b, nnd y der ein- 
getauchte Teil von 5, so hat man, wenn die dritte Seite des Quer- 
schnitts nicht eingetaucht ist: 

y4 — 2 yS Ä cos |5 H- 2 y Ä € a & coÄ a — 82 a« &2 = 

und wenn die dritte Seite eingetaucht ist, darf man nur e durch (1— e) 
ersetzen, und hat unter y den von h hervorragenden Teil zu ver- 
stehen. 

Die Gleichung vom vierten Grad zerlegt sich in zwei vom zwei- 
ten , wenn a = & und daher a^ ß, das heisst beim gleichschenk- 
ligen Dreiecke. In welchem Fall ist dann das Gleichgewicht stabil? 

7. Ein dünner Stab ist am obem Ende darch einen Faden ge- 
balten, das unteare senkt sich in Wasser. Welcher Teil der Länge 
taucht ein? 

Die ganze Länge verhält sich zum nicht eingetauchten Teil wie 

i:ynr7. 

8. Wann ist ein gerader Zylinder, der mit vertikaler Axe 
schwimmt, in stabiler Gleichgewichtslage? 

Ist r der Halbmesser der Basis, h die Hohe, so muss sein: 

r2>2€(l — fi)Ä2. 

9. Ein hohles zylindrisches Gefäss steht anf einer schiefen Ebene, 
in dasselbe wird Wasser gegossen. Wie viel mnss man eingiessen^ 
damit es umfalle, wenn man annimmt, dass kein Gleiten stattfinde? 
Das Gewicht des Gefasses wird vernachlässigt. 

Wenn a die Horizontalneigung der Ebene, r der Halbmesser des. 
Zylinders ist, so ist das nötige Wasservolumen: 

TT r8 CO« a [ 1 -h yi — \tga^'-\iga^]. 

9 b. Ein aufrechtes kreiszylindrisches Gefass , dessen Wand- 
stärke nnd eigenes Gewicht ausser Betracht bleiben können, votn 
Durchmesser 2a, wird bis zur Höhe h mit Wasser gefallt nnd dann 
der anfänglich horizontalen Unterlage, anf der es steht, eine allmählich 
zunehmende Neigung gegen den Horizont gegeben; was ist beim Beib- 
nngscoeffizienten ß die Bedingung, dass das Gefäss bälder kippt oder 
bälder gleitet? (W. C.) 

10. Ein halbkngelfSrmiges hohles Gefäss mit sehr dünnen Wän- 
den ist zum Teil mit Wasser gefallt. Es steht anf dem höchsten 
Punkt einer festen Kugel, während der Band horizontal ist. Wann 
ist das Gleichgewicht stabil? 
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Ist P das Gewicht, r der Halbmesser des Gefässes, Q das Wasser- 
gewicht, r' der Halbmesser der Engel, so mnss sein: 

2r 

11. Ein Zylinder schwimmt mit vertikaler Axe in einem zum 
Teil mit Wasser gefällten Hohlzylinder, dessen vertikale Axe mit der 
ersten zusammenfallt. Das Ganze wird um die gemeinschaftliche Axe 
gedreht, wie tief senkt sich der Schwimmer? 

Ist 0) die Winkelgeschwindigkeit, A der Halbmesser des Hohl- 
zylinders, a des Schwimmers, so beträgt die Senkmig: 

12. Ein Gefäss mit Wasser, fest verbunden mit einer horizon- 
talen Axe, wird um diese gleichförmig gedreht. Welches Profil erhält 
die Wasseroberfläche? 

Das eines Kreisbogens, dessen Mittelpunkt auf der Vertikalen 
durch die Axe liegt. 

(Beispiel: das Wasser in den Zellen eines oberschlächtigen Was- 
serrads.) 

13. Ein Hohlkegel mit vertikaler Axe, die Spitze nach unten, 

• 

wird um diese Axe gedreht. Wenn er ursprünglich mit Wasser gefüllt 
war, wie viel fliesst davon aus? 

Ist r der Halbmesser der Basis, h die Hohe des Kegels, to die 
Winkelgeschwindigkeit, so ist das ausgetretene Volumen: 

Tir^vß 

bis die Wasseroberfläche den Kegelmantel am Bande berührt Nimmt 
jetzt w noch mehr zu, so ist das ausgestossene Volumen: 

Unter allen Umständen wird noch Wasser zurückbleiben. 

14. Durch einen horizontalen Luftstrom wird Wasser in einem 
Baum festgehalten, der durch eine horizontale, eine zur Bichtung des 
Lufkstroms senkrechte und zwei seitliche auf den eben genannten senk- 
rechte Ebenen begrenzt ist. Welche Gestalt nimmt die Wasserober- 
fläche an, wenn man den Druck der bewegten Luft dem Quadrat der 
Geschwindigkeit proportional annimmt? 

Die Oberfläche ist eine Zylinderfläche, deren Querschnitt ein hal- 
her Cycloidenbogen ist. 
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15. Ein rechteckiges Segel ist an zwei horizontalen Stangen 
festgehalten nnd wird durch einen zur Ebene beider Stangen senk- 
rechten Wind ausgespannt erhalten. Welche Form nimmt das Segel 
an, wenn man vom Gewicht des Segels absieht? 

Die Oberfläche ist eine Zylinderfläche, deren Querschnitt eine 
Eettenlinie ist. 



Auflösungen. 

Zu 1. Wenn das Niveau steigt, so hebt sich der Druckmittel- 
punkt. Bestimmt man diesen für das gegebene Niveau, so hat man 
nur die Drehaze durch ihn zu legen. 



'9 *3 

2 0* -hZzJSi -\-Z\ 



Ti^.\n 



^0= q 

ö /»2 -r- »^ 

Zu 2. (Fig. 137.) Moment des Drucks auf 
das Rechteck mit den Seiten x und r ist: 

1 1 1 . o o 

auf den Quadranten: 

r 




also x^ = 



.2 



x = 



V2' 



Zu 8. Der Schwerpunkt einer untern Fläche 
liegt doppelt so tief als der einer obem. 

Zu 4. (Fig. 138.) Zwei Ebenen parallel zu 
xy im Abstand dz schneiden eine Fläche F aus, deren 
Horizontalprojektion von zwei ähnlichen Ellipsen be- 
grenzt ist von den Halbaxen: 



Fi^nS 




aj/l-l 



>2 



und 



ayi- 



(z-hdz)^ 



^2 



und h 



und b 



/^ 



>2 



/n 



(jBT H- d Z)^ 



*2 



Inhalt des Bings ist: 



,/; {z^dz)^ ,/; '^ ^ ^ 



zdz 
"72"- 
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Yertikaldrnck auf die Fläche F: 



zdz 
2nJab —^ (h — e). 



ca 



Gesamtvertikaldrack : 



h 



also : Ä < 



Q=^2nJ'^J{h — z)zdz = -^nJ-^, 



^ ndaV 



Zu 5. (Fig. 189.) Der halbe Arm des Gegenpaars ^ ist der 



fIj./J9 




Abstand des Schwerpunkts des Dreiecks 
CAA* von der Vertikalen durch C, 
also: 



-ö-(6C0S<pH- 



1 2 

"rt- &2 ^ #^ gp -Q- ( ft cos <p 



3 \ '^ cos(^ 
stabiles Gleichgewicht, wenn: 
h 



SZ7=(1— e)Ä 



Cösgp^ 



>(1 — «)ÄsmqD4d6Ä 



(wenn ö Dichte des Körpers, d des Wassers und -j- = fij 

1 .4. CO^ (1) 

2>2^<p ^> 12fi(l— «)Ä2sing) 

5m (p p (1 4- Cös2 g,) «_ 12 e (1 — fi) Ä2 cos^ ^X > 0, 

also für kleine g: 

62>6«(1 — «)ä2. 

Neue Gleichgewichtslage für; 

62 (1 4- CÖ52 g,) — 12 « (1 ^ «) Ä2 CO«« <p = 

2 6^ 

cos <P-i2a(i_a)Ä2-62 

und da oosgp<l ist: 

12e(l~ß)A2>262 

die entgegengesetzte Bedingung von vorher. Wenn die vertikale 

Schwimmlage nicht stabil ist, so kann diese eintreten. 

Ob diese stabil ist, ergiebt sich daraus, was das Zeichen des 
Moments ist für (<p + (2<p). Man erhält: 

|l2Ä2g(l_g)__262J^g,cos<jpe?g), 
was, weil die Klammer positiv ist, gleiches Zeichen mit (l<p hat. Ist 
dieser Ausdruck positiv, so überwiegt das Moment der ^. 

Unter allen Umständen ist, wenn 12e(l— -«)Ä2>262 ist, die 
vertikale Lage stabil, wobei & vertikal und h horizontal ist. 
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figM 




Zu 6. (Fig. 143.) Da die Schwerpnnkte 
der zwei Dreiecke ÄBC und D CE in einer Ver- 
tikalen liegen müssen, so mass anch FGy die 
Yeirbindnngslinie der Mitten von AB nnd DE, 
vertikal sein, also FB=zFE, oder wenn man 
FC mit Ä, <FCD mit a nnd <FCE mit ß 
bezeichnet; femer DC^^x, CE = y, €A=>a, 
€B = h setzt: 

y2 -HÄ« — 2hyC08ß=^x^'hh^ — 2haC08a 

also: y^'—2y^hcosß — t^aH^-^26ahyhco8a=^0. 

Bagt bloss ein Eck C hervor, so ändert sich nur die zweite 
Gleichung, es ist e durch (1 — e) zu ersetzen, also ist überhaupt (1 — «) 
statt € zu setzen. 

Wird nm einen kleinen Winkel <p gedreht, so ist das Moment, 
welches das Dreieck zurückzuführen strebt: 

12 2 

2.^6E.GE.(f^aE'-CBE.-^Fa% 



für stabile Lage: 



GE^ CDE 



d.h. 



GE^ 



und 
also 
und 



FG-^ GE ^' ' FG 

Ist a = b , so ist a=iß 

yi-^e^a^—2atfC08^aiy^'-ea^) = 0, 



> Höhe von D CE. 



y=zaV^ oder y=^acos^a±Vco8^a — « 
« = a \co8^a^Vcos^a'- «} . 



Zu 7. (Fig. 140.) Der Zug des Fadens 
kann nur vertikal sein, da keine horizontale 
Kräfte vorkommen. Ist von der Länge l das 
Stück V eingetaucht, so ist, wenn Ä der Auftrieb 
des Stabs, 8 der Zug des Fadens und Q das €le- 
wicht des Stabs ist: 

A-hS^Q , Ail-h-^Vj — Q.jl 
A:Q = V:el ; ^'(^- y ^') = y«^^ 



FisrJ^O 




l-^V 



V{2l^V)=zgl^ ; ?2-2?r-^?2=:Z20l— «) ; -y- = V 1 - «• 
Zeeh, Aufgaben ana der Mecbmnik. 2. Aufl. 11 
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Zu 8. (Fig. 141.) 
2J.Yr^nq).jr^>hr^nJ-^h(l-^B)q), also: r^>2e(l—e)h^. 



V'*yi\ 






<*! 



1 



f^l ^W 



F^m 




Zu 9. (Fig. 142.) Sind Xq^q die Ooordinaten des Schwerpnnkts 

des Wassers, so ist: 

Xq cosa-hy^sina^ rcosa. 

Ist F=r*7rÄ das Volumen des Zylinders, so ist: 



-t-r 



Yxq ^ /2Vr^ — x'^(h'^xtga)x.dx = -^r^7ttga 



—r 



VyQ=f2Vr^ — x^(h -^ xtg a)dx .-^ (h -^ xtga) 



— r 



= yr^TT A* -+- -^r^ntg^a. 



Also: 



h^^2rhcota> - y r2 — — r«^»« 
(Ä — r Cö^ «)« > r« co<2 « — yr» — ^r«^« a 

Ä>rco^«{lJL ^1 — 1^^2« -^<^a[, 
nötiges Volumen: 



Zu 10. (Fig. 149.) Dreht sich die Halbkugel um den kleinen 
r I^Q Winkel <p, ist iEf der Berührungspunkt mit der 
^^ ' Kugel und nach der Drehung M', und ist MO M 
ssqo', so hat man rq)=zr^(p\ P, das Gewicht 
der Halbkugelfläche, greift in der Mitte von MO 
an, Q geht durch die Mitte der Halbkugel 0, da 
sich das Wasser immer in den tiefsten Teil der 
Halbkugel stellt, sein Schwerpunkt also auf dem 
vertikalen Halbmesser der Halbkugel liegt. 
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Moment um den Berührungspunkt: 

p|-2-^^w(g)-+-g)') — rm(p'| — Qr^g)'>0, 
for unendlich kleine q: und q/ ist: 



P5^>«<P' 



-P>Q^ 



2r 



r — r 




Zu 11. (Fig. 144.) 1) Niveau einer gedrehten Flüssigkeit. 
Irgend ein Teilchen m wird nach aussen getrieben Fig. 144. 
durch mxixfif nach unten durch mg. Dazu kommt 
der Druck der Atmosphäre und der Druck der Was- 
sersäule. Die letzte fällt weg für ein Teilchen der 
Oberfläche; ein solches kann nur einen Druck normal 
zur Oberfläche erleiden, da es sonst längs dieser ver- 
schoben würde. 

Da der Atmosphärendruck ohnehin normal zur 
Oberfläche ist, so muss die Resultante von mxo)^ und 
mg normal zur Oberfläche sein. Also: 

fnx(D^:mg=zd0:dx 

Y(o^x^ = gz -\- const. =g{z — jsq). 

Also Schnitt eines ümdrehungsparaboloids. Ist Zq die Höhe des 
Scheitels der Parabel über dem Boden, jer^ die Höhe des höchsten Teils 
der Parabel am Band des Gefösses und h ursprüngliche Höhe des 
Niveau, so ist: 

r^7Th=:r^nZi = —r^n(Zi— z^) , also h = -^-s — -- 

Femer ist: 

1 1 * 

— r^(xfi=zgz^ -HC O = ^jero + , also -^r^<xfiz=^2gh + 2C 

11 1 r^oo« 1 r^a)^ 

T 

Für ;8? = Ä ist x=L-j-r unabhängig von oo, d. h. jedes Para- 

boloid schneidet das ursprüngliche Niveau in demselben 
Kreis. 

Im Scheitel 8 ist die Pressung p, in der Tiefe z unter dem 
Scheitel p-^ J z und im Abstand x von der Axe kommt noch die 
Oentrifugalkraft mxm^ hinzu. Jedes Teilchen dx dy dz wird nach 

aussen getrieben durch — dxdydzxtxfi. Jede solche Pressung 



164 VIII. Hydrostatik. 

pflanzt sich nach anssen fort, also Gtosamtdmck der Centrifiigalkraftr 

— dydzusfi I xdxz^ — dydz-^z'^fxfi, 



9 
für die Flächeneinheit: 



Gesamtdmck ist 



2 9 



^ 9 
wenn Z die Tiefe unter dem zn x gehörenden Nivean, weil 

2p 
l&i dx dy dz &m Element eines andern Stoffs von der Dicht» 
J\ so ist der Druck am Element: 

p + J z -h-^ — x^afi -{ — m^xdx nach aussen und 

1 J' 
p -h J z-h-^ — ix -^ dx)^io^ nach innen, 

also nach aussen: <xflxdx , wenn J* > J , im andern Fall 

9 

nach innen. 

Hat man 2wei Flüssigkeiten über einander, so ist die Pressung 
an def gemeinschaftlichen Oberfläche gleich, also wenn Xq Zq ein Punkt 
dieser Oberfläche ist, 

Da ^ =.Zq — const,j so folgt: 

also wieder eine Parabel. 

Schwimmender Zylinder in der gedrehten Flüssigkeit 
mit derselben Axe (Fig. 144.). Druck auf die Basis des Zylinders: 



/ 



^ I A ^(o^x^ ^ ^ Jo)2a* 

2nxdx\J z H s = n /^ z a^ -¥ n 



9 J 2^ 

Verdrängtes Wasservolumen: 

a^nz-}- a^7t^-^ — , 

j ^ g 

dessen Gewicht gleich dem Auftrieb. 
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Der Boden des Zylinders war in der Tiefe t nnter dem Niveau 
Jiy ist jetzt in der Tiefe f anter dem Scheitel der Parabel, als Senkung 

t ist aber das arithmetische Mittel ans der Höhe des S^eitels 

i' und der höchsten Höhe der Parabel innerhalb des Schwimmers über 

dessen Basis, also: 

1 a^oo« a2(ö2 



t' = t— 



4 9 



*9 ' 



folglich Senkung: (A^ — a^) 



00 



2 



4^9' 



Zu 12. (Fig. 145.) Da mx<o^:mg:=i B MiÄB =:x:ÄB, 
m isi ÄB=z —^ constant, also gehen alle Normalen durch denselben 



Punkt A oder das Profil ist ein Ereis. 



Fi^.m. 



P.--.-.: 



vr 




• ««w 



"Jf 




FieM^ 



Zu 13. (Fig. 146.) Die Tiefe des Scheitels der Parabel unter 



dem höchsten Punkt ist 



"27- 



Ausgetretenes Yolumen : 



1 o^^<»^ nr^(o^ 

Berührt die Parabel, so ist das ausgetretene Volumen = Para- 
t)oloid — stumpf plus Kegel — stumpf, oder: ganzer Kegel 

^Tihr^ minus E CFD =:^ n B F^ijB D^^B(^ 



= nBF^,z^BD. 



Es ist aber: 



B F^ m2 

BF:AG = DB:DA=: '-^:h , also 

9 

gh glfi 



««r 



0)2 r^ 
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also: 



» -» -^ • 12 -^ -^ = 12 " «;*^ • iiäTä - 12 »^ iisH* 



Zu 14. (Fig. 147.) t; ist die horizontale Geschwindigkeit, v-j- 

die Componente in der Bichtnng der Normale. Pressung in der Bich* 
tnng der Normale: 

wenn J die Dichte des Wassers, also: 



1 + f^y = 



^d 



yo — y 

w — (yp— y) 



/i 



— nfi 



yo 



. 1 



1 Y 

-y— g-mj 



m 



£?a; == dy 



jK jm2-^ye-y~2-»»j 



yo — y— ö-»* 



— d 



J^_W2— ^yo-y— g-wj 



m 

x = ^arc8m 



yo— y — öT»* 



m 



-^_^2__^y^_y_^^j 



const. 



Die allgemeine Cycloidengleichnng ist: 

x = r arc cos ~ — VrJ — (r — y)2 , 

was mit dem obigen stimmt, wenn r^ =0"»» » ^ = (yo — 2"***)' *^* 
gesehen vom Coefficienten von arc sin. 





Zn 15. (Fig. 148.) In einer Ebene senkrecht zu den Stangen 
denke man sich zwei Normalen zum Segeltuch mit dem kleinen Winkel e 
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und die SpannnngeD T senkrecht zu den Normalen. Die T sind con- 
stant. Man hat ge=zds, wenn g der Ejrammnngshalhmesser. Es ist: 

Äv^/^j ds=z2Tsin€ = 2T — 

wobei a eine Constante, 



[dxj \dyl 



dxd^x 
ds d^x dydy^ dx t/ ^ fdxV 

^y ^y^ y^ /dx^ ^y ' ^ \^yl 
dx _ j /W^ b)^ — q^ (fa? 

^y"'^ a* V(a? 4. 5)2 _ a2 ~ ^ ^' 

?^ { ft H- a? -t- V{b -H a:)2 — «äj = a (y + c) (6 eine Constante). 

Also: 6 H- a? -+- V(6 + a?)2 — a^ = c^"-»"') 

links mit { 6 -+- a: — V{h -f a:)^ — a)^} multipliziert und dividiert, 
a2 



h'hx — V{b-^x)^ — a^ 



-- g«(»H-C) 



oder 6 -f- a? — ^(6 -H a;)2 — a2 = a» e-(»+«), 

also: 2> -H a: = IT- c^"-^') 4- -^a^ e— ^•'■^*) 
a; hat denselben Wert fOr +y und —y, also: 

frier* -- e— •') + a« c— (e--» — c"»"«»') = , woraus a2 = e«« e*« = a 
6-*-jB = -2-a(e^-h r^») Kettenlinie. 
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IX. Drehung eines Körpers uni eine feste Axe. 

1) Die Axe der z sei die feste Drehaxe. Ein beliebiger Punkt 
des Körpers habe die Coordinaten xyz nnd die Masse dm. Auf ihn 
wirkeii äussere. Kräfte, deren Besnltaute die Oomponenten k, ky and K 
habe. Betrachtet man den Punkt für sich allein, so hat man noch 
die innem Kräfte anzubringen, welche die Einwirkung der andern 
Teile des Körpers ersetzen. Die Oomponenten ihrer Besultante seien 
h, hy und hn. Man hat dann: 

dm^r^^hg-hK , dfnj^=zhy-hky , dm^^ = h» + ^ = 0, 

weil die Axe fest ist. 

Denkt man sich diese Gleichungen far jedes Teilchen ange- 
schrieben und addiert sie für den ganzen Körper, so erhält man: 

d^x d^v 

I. Sdmj^:=N^-^Nj -h SK, Edm^l = iV^ 4- Ny -h Eky. 

Die N sind die Summen der innem Kräfte; da je zwei innere 

Kräfte gleich und entgegengesetzt sind, mit Ausnahme der Drücke auf 

die Lager (zwei feste Punkte der Axe), so dass N auch diese Drücke 

vorstellen. 

« . ^ ^ . d^x ^^^A , , 

Setzt man noch r(?m:=-^ = w-t:^^ und ebenso für y und z. 

dt^ dt^ 

wobei x^y^ZQ die Coordinaten des Schwerpunkts des Körpers sind, so 
sagt die Gleichung I, dass der Schwerpunkt sich bewegt, wie wenn 
in ihn die äussern Kräfte parallel verlegt wären (mit Einschluss der 
Gegendrücke in den Lagern). Multipliziert man die erste der Gleich- 
ungen mit y, die zweite mit x und subtrahiert, thut dies für jedes 
Teilchen und addiert, so ist: 

IL Edm[yj^ — Xjf^=:i:(Ky--kyX), 

da sich die Innern Kräfte aufheben und die Axendrücke durch die Axe 
gehen, also kein Moment geben. Die rechte Seite ist das Moment K 
der äussern Kräfte um die Axe Z, 

2) Zur Yeranschaulichung der Bedeutung der Gleichung 11 dient 
es, wenn man Polarcoordinaten einführt: x = rcos(p und y=zrsinq>9 
wo r von der Zeit unabhängig ist. 



IX. Drehung eines Körpers am eine feste Axe. 169 

d €p 
Bezeichnet man noch -jj, die Winkelgeschwindigkeit, mit oo, 

so ist: 
d^x dco . d^y ^. . dao 

Da 00 ftir alle Ponkte des Körpers constant ist, so ergiebt die 
Gleichung I and II: 

1) Ni-hNj = — <x>^Sxdin — -^Sydfn'-i:K 



III 



2) Ny-hNy='-<a^Üydm-h-^Sxdm-' Ek, 



3) iv,-f-iv; = — TÄ. 

d m 

4) Sdm .r^-^=3R= dem Moment dier äossem Kräfte um 

die Drehaze Z. 

Zdmr^=^T heisst das Trägheitsmoment des Körpers and setzt 
man T=mJfi, so heisst k der Schwingangsradias des Körpers. 

Die Gleichang UI 4) sagt also: das Trägheitsmoment multipli- 
ziert mit der Winkelbeschleunigung ist = dem Moment der äussern Kräfte. 

3) T hat für denselben Körper verschiedene Werte für verschie- 
dene Axen. Aus dem Werte Tq für eine Axe durch den Schwerpunkt 
ergiebt sich der Wert für eine parallele Axe im Abstand d durch die 
Gleichung T=: Tq -h md^, Ist nämlich die erste Axe die der z, die 
zweite parallele durch x = a, y^^b gehend, so ist: 

T=2:r^dm=S\(x—'ä)^-^iy^b)^dm 

= S{x^ '^y^)dm — 2a2:xdm^2bZydm'^(a^-{-b^)Sdm, 
da aber S(x^ + p^) = Tq , Sx dm = Sy d wi = 0, weil der Schwer- 
punkt auf der Axe Z liegt, so hat man für a^ + &^ =df^ die obige 
Gleichung T = Tq -h w df». 

Kennt man das Trägheitsmoment um drei zu einander senkrechte 
Axen durch den Schwerpunkt, so kennt man sie um jede Axe durch 
den Schwerpunkt. 

T^TyTn seien die Trägheitsmomente um irgend 3 Coordinaten- 
axen durch den Schwerpunkt, O^eine beliebige. Gerade, welche die 
Winkel aß y mit den Axen bildet , D die Entfernung eines Punktes 
M mit den Coordinaten xy z von ON^ dann ist: 
1)2 = aj2 H- y2 _|_ ^2 — ^x cosa -^ycosß -h z cos y)^ 

= (2/2 4. jg2) co8^ ct-hiz^-h x^) cos^ ß -h (x^ -^ y^) cos^ y 
— 2xyCOSacosß — 2yzcosßcosy — 2zxcosycosa 
T„ = T, cos^ a-h Ty cos^ ß -h Tn cos^ y — 2 Zxyd m cosacos ß — . . . 
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Schneidet man auf N ein Stück -7=^ vom Urspnmg aus ab 

VT. 

and nennt 1 1; ^ die Coordinaten des Endpunkts, so ist: 

— 2i^Zzxdmj 
d. h. ^ Tj [ liegen auf einem Ellipsoid. Nach der analytischen Geo- 
metrie lässt sich die Gleichung jedes EUipsoids darch Änderung der 
Coordinatenazen von den doppelten Produkten befreien. Die neuen 
Axen heissen freie Axen oder Hauptaxen. Kennt man die Trägheits- 
momente um diese, so ist das Trägheitsmoment um irgend eine Axe 
A gleich dem reciproken Wert des Quadrats des Halbmessers längs A 
des aus den Hauptaxen konstruierten EUipsoids. 



Aufgaben. 

1. Das Quadrat des Schwingungsradius k folgender Körper zu 
bestimmen: 

a. Gerade von der Länge l für eine nm den Winkel a gegen sie 
geneigte Axe durch einen Endpunkt: 

b. Kreisbogen um eine zu seiner Ebene senkrechte Axe durch den 
Schwerpunkt: 

wobei c die Sehne, a der Bogen ist. 

c. Fläche einer Halbellipse um die grosse Axe 2a, die kleine Axe 

sei 2b: 

*2 = J 62. 

d. Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks um eine Kathete {b die 

Länge der andern): 

Ä;2 = jft«. 

e. Fläche eines Dreiecks um eine zu ihr senkrechte Axe durch den 
Schwerpunkt (a, 5, c die drei Seiten): 

Ä:2 = ^ (a2 -f- 62 ^ c2). 

f. Fläche einer Ellipse um eine zu ihr senkrechte Axe durch den 

Schwerpunkt: 

JfeB = j (a2 + 52). 

g. Fläche eines regulären Polygons um eine zu ihr senkrechte Axe 
durch den Schwerpunkt (c die Seite, n die Seitenzahl): 

2-|-co« — 

*^+A«^- — ^- 

1 — cos — 
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h. Holilkngel nm einen Durchmesser (r und rj Halbmesser der äus> 
sem und innem Begrenzungsfiäche) : 

r^ — r* 

i. Gerader Kegel um seine Axe {h Hohe, r Basishalbmesser): 

k. Gerader Kegel um eine Senkrechte zur Axe durch den Schwer- 
punkt: 

Ä:2 = ,3^ (4 r2 + Ä2). 

L Zylinder um seine Axe (h Hohe, r Querschnitthalbmesser): 

i2 = tr2. 

m. Zylinder um eine Senkrechte zur Axe durch den Schwerpunkt: 

ifc2 = Jf2 4-AÄ2. 

2. Was ist die Daner kleiner SchwiDgungen einer Kugel nm 
eine Axe, deren Entfernung vom Mittelpunkt d ist? 

Ist r der Kugelhalbmesser, so ist die Schwingungsdauer: 



'/E 



d2 



gd 

3. Die Schwingungsdauer eines gebrochenen Hebels zu bestim- 
men, wenn die Drehaxe durch den Scheitel des Winkels geht und senk, 
recht zu beiden Armen ist, die gleich dick seien. 

Ist a der eine, b der andere Arm, und ^ ihr Winkel, so ist die 
L&nge des gleichschwingenden Pendels: 

oS-i-63 

3 



j/a^ -h 2 a2 62 cos ^ -4- 5*' 

4. Ein Pendel trägt eine verschiebbare Hülse, wie ist diese zu 
stellen, damit eine bestimmte Zahl Schwingungen stattfinde? 

Ist d der Abstand des Schwerpunkts des Pendels ohne Hülse von 
der Axe, k der Schwingungsradius, p das Verhältnis der Masse des 
Pendels zu der der Hülse und x der Abstand der Hülse von der 
Axe nach oben, so ist die Länge des einfachen gleich schwingenden 
Pendels: 

pd — X ' 

5. Wenn ein Quecksilberpendel nicht genau Sekunden giebt, 
wie viel Quecksilber ist zuzusetzen? Gegeben ist das Gewicht P des 
Pendels, der Halbmesser r des Zylinders, welcher das Quecksilber ent- 
hält, der Abstand l des Schwingungsmittelpunkts, h des Schwerpunkts 
des Pendels und N des Schwerpunkts des zuzusetzenden Quecksilbers 
von der Drehaxe. (Grenäherte Bestimmung.) 
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Ist j? das Gewicht des zuzusetzenden Quecksilbers und L die 
Länge des Sekundenpendels, so ist: 

P~4Ä'(1. — Ä') — r2' 

6. Eine dünne Stange dreht sich in einer Yertikalebene Jan. 
•eine horizontale Axe dnrch das eine Ende. Wenn die Anfangslage 
horizontal ist, so ist das Produkt ans den Tangenten des zurückge- 
legten Winkels und des Winkels des Stabs mit der Sichtung des 
Drucks auf die Axe constant gleich ein Zehntel. 

7. Zwei dünne Stangen sind unter einem rechten Winkel ver. 
Ibunden und drehen sich in einer Yertikalebene um ihren Yerbindungs- 
punkt. Ist die eine Stange anfangs horizontal, so entstehen Schwing- 
ungen, deren Amplitude doppelt so gross ist, als die Horizontalneignng 
•derselben Stange in der (xleichgewichtslage. 

8. Ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck dreht sich um 
eine vertikale Kathete, deren Endpunkte in zwei horizontalen Bingen 
sich bewegen können. Wie gross muss die Winkelgeschwindigkeit sein, 
damit der Bing am Endpunkt der Hypotenuse keinen Druck erleide? 

Ist a die Länge einer Kathete, so ist: 



Q> 



='/f 



9. Ein Stab ist in horizontaler Lage an zwei vertikalen gleich 
langen Fäden aufgehängt, die an seine Enden gebunden sind. Welche 
Schwingungen macht der Stab, wenn man ihn nur wenig und so aus 
der Gleichgewichtslage bringt, dass er horizontal und sein Schwerpunkt 
auf derselben Yertikalen bleibt? 

Ist l die Fadenlänge, so ist die Schwingungsdauer : 



'Yh 



9 

10. Gegen ein Pendel, das in Buhe ist, stösst ein Körper auf 
horizontaler Bahn; wie gross ist dessen Geschwindigkeit, wenn das 
Pendel den Ausschlag a giebt? (Ballistisches Pendel.) 

Die Masse m treffe das Pendel in der Tiefe h unter der Drehaxe. 
Das Trägheitsmoment des Pendels sei T; wenn m mit dem Pendel 
vereinigt ist, sei d die Entfernung des gemeinschaftlichen Schwer- 
punkts von der Drehaxe und k der Schwingangsradius. Dann ist 
die gesuchte Geschwindigkeit; 
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11. Ein Stab dreht sich um eine feste Axe und trifft ein» 
ruhende Masse m; welche Geschwindigkeit erhält m nnd welchen 
Druck erleidet die Drehaxe beim Stoss? 

Ist T das Trägheitsmoment des Stabs, (Oq seine Winkelgeschwin- 
digkeit vor dem Stoss und p der Abstand der Drehaxe von der Stoss- 
richtung, so ist die gesuchte Geschwindigkeit: 

T-hmp»' 
Bei gleichem (Oq wird diese Geschwindigkeit am grOssten f&r 

r m 

Der Druck auf die Drehaxe ist dem Ausdruck 

Mpd 
T 

proportional, wobei d die Entfernung des Schwerpunkts des Stab» 

Tom Drehpunkt und M seine Masse ist. SoU der Druck Null sein,. 

so ist: 

T 

In welchem Fall sind bei einem sehr dünnen Stab diese zwei 
Werte Ton p gleich? (Mittelpunkt des Hiebs und Mittelpunkt des 
Stosses, der letzte zugleich Schwingungsmittelpunkt.) 

12. Ein Zylinder mit horizontaler Axe dreht sich mit der Win- 
kelgeschwindigkeit (»0 und hebt ein Gewicht P, welches vorher in 
Ruhe war, vermittelst eines sich anfroUenden Fadens. Wie hoch wird 
das Gewicht gehoben nnd in welcher Zeit? 

Ist r der Halbmesser, m die Masse, k der Schwingungsradius des 
Zylinders, so ist die Höhe: 



und die Zeit: 






Fr 



18. Um einen Zylinder mit horizontaler Axe ist eine Kette ge- 
wunden, von welcher ein Stück von der Länge fs^ frei herabhängt. 
Was ist die Geschwindigkeit der Kette, wenn das Stück L abge- 
rollt ist? 

Setzt man: 

m%2 

wo m die Masse, r der Halbmesser, h der Schwingungsradius des 
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Zylinders ist und fi die Masse der Längeneinheit der Kette, so findet 
man für das Quadrat der Geschwindigkeit: 

4:g(L — 2zq) — 2galog nat . ^^^-^. 

14. Um einen geraden Kegel mit horizontaler Axe ist ein dün- 
ner Faden gewunden mit sich gegenseitig berührenden Windungen. 
Das eine Ende ist an der Spitze des Kegels befestigt, das andere frei 
herabhängende trägt ein Gewicht. Welche Winkelgeschwindigkeit er- 
reicht der Kegel, bis der Faden abgewickelt ist und welche Bahn be- 
schreibt das Gewicht? 

Ist p das angehängte Gewicht, r der Halbmesser der Kegelbasis, 
n die Zahl der Windungen, h die Hebe, pL die Masse der Volumen- 
einheit des Kegels, so ist die Winkelgeschwindigkeit am Ende: 



/ 



20nj9 



Das Ge¥dcht beschreibt eine Parabel. 

15. Man nehme an, die Kurbel einer Dampfmaschine werde 
darch eine beständig vertikale Krafb in Bewegung gesetzt, welche dem 
43inus des Winkels ^ der Kurbel mit der Vertikalen proportional ist. 
Was ist die Winkelgeschwindigkeit, wenn man das Moment des Wider- 
stands gleich der Hälfte des grössten Kraffcmoments annimmt? 

Ist a der Kurbelarm, p die wirkende Kraft und ooq die Winkel- 
geschwindigkeit för ^ = 0, m A:^ das Trägheitsmoment des Schwung- 
rads, so ist: 

o • pasin2-d^ 
0)2 = 0)5 — ■=- . 

16. Die Beschleunigung einer Schaukel durch den Schaukeln- 
den selbst zu erklären und die vorteilhafteste Bewegung dabei zu be- 
stimmen. 

Senken des Schwerpunkts in der höchsten. Heben in der tiefsten 
Lage. 

17. Eine Kugel ist an einem Faden aufgehängt; sie wird am 
den vertikalen Durchmesser nmal gedreht. Wenn die Torsion des 
Fadens dem Drehwinkel proportional ist, welche Bewegung entsteht? 

Ist d die Dichtigkeit der Kugel, r ihr Halbmesser, pL eine Con- 
stante, ^ der Torsionscoefficient, so ist: 



•&• =^2nn co8t 



7/ 15 i^ 



18. Ein Drehungszylinder vom Durchmesser 2 a, der Höhe h und 
dem Gewicht Q kann sich um eine senkrechte Axe, welche mit einer 
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Mantellinie zusammenfällt, nnd in den beiden Endflächen in Angeln 
läuft, drehen. Was werden die Drücke auf den Angeln, wenn der 
Zylinder in Ruhe ist, was, wenn er sich mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit 0) dreht. Wenn aber auf der Axe centrisch eine Rolle 
vom Durchmesser 2b befestigt ist, was für ein Zug muss in einem 
um dieselbe geschlungenen Faden ausgeübt werden , wenn die Winkel- 
beschleunigung od' erzeugt werden soll? 

Dieselbe Aufgabe für einen Kegel mit kreisförmiger Grundflache 
vom Durchmesser 2 a, von welchem eine Mantellinie, die dann als Axe 
benützt wird, in einem Punkt des Kreisumfangs senkrecht auf der 
Grundfläche steht? (W. C.) 

19. Ein gewichtloser Faden, an dessen Enden sich 2 gleich 
grosse Gewichte Q befinden, ist über 2 in gleicher Höhe angebrachte, 
um parallele horizontale Axen drehbare kongruente zylindrische Rollen 
in einer zu beiden Axen senkrechten Ebene gelegt und wird in der 
Mitte zwischen beiden RoUen durch eine Kraft B senkrecht abwärts 
gezogen. Bei welcher Entfernung des gezogenen Punkts von der hori- 
zontalen Lage des Fadens tritt Gleichgewicht ein und wie bewegt sich 
der Punkt, wenn die Kraft jetzt plötzlich zu wirken aufhört, aufwärts. 
Mit welcher Geschwindigkeit kommt er in der horizontalen Fadenlage 
an. (Faden gleitet nicht auf den Rollen.) (W. C.) 

20. Aus einer schweren Eugel vom Halbmesser a und der Raum- 
einheitsmasse y wird durch 2 zu einander senkrechten Grosskreise ein 
Viertel ausgeschnitten, welches sich um eine vertikal gestellte Kante 
in 2 in ihren Endpunkten angebrachten Angeln mit der konstan 
ten Winkelgeschwindigkeit oi dreht. Was sind die Drücke auf beide 
Angeln; wie gross muss co sein, wenn die untere Angel entbehrlich 
werden soll? (W. C.) 

21. Ein beiderseits senkrecht zu den Seitenkanten abgeschnitte- 
nes Prisma von der Länge a und der Masse m, dessen Querschnitt 
ein gleichschenkliges Dreieck mit der Grundlinie 2 b und der Höhe h 
ist, schwingt um die, durch die Spitze des Dreiecks gehende, in hori- 
zontaler Lage durch zwei Lager an ihren Endpunkten getragene Sei- 
tenkante mit dem Ausschlagwinkel a. Mit welcher Winkelgeschwin- 
digkeit geht das Prisma durch die Gleichgewichtslage und was sind 
dann die Drücke auf das Achsenlager? Was ist endlich die Schwing- 
ungsdauer, insbesondere im Fall eines kleinen Wertes von x? (W. C.) 

22. Ein homogener Würfel rotiert um die Verbindungslinie 
zweier gegenüber liegender Endpunkte. Auf der Drehaxe ist eine ge- 
wichtlose Rolle aufgesteckt, um welche ein bei der Drehung sich auf- 
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wickelnder Faden geschlungen ist, der ein Gewicht trägt. Wie hoch 
steigt Yon der Lage ans, bei welcher die Winkelgeschwindigkeit a>o d^ 
Rotation vorhanden ist, das Gewicht noch, bis alle anfönglich vorhandene 
Kraft aufgezehrt ist? nnd in welcher Zeit findet dies statt? (W. 0.) 



Auflösungen. 



Zn Ib. Die Axe durch den Mittelpunkt giebt r^, also durch 
den Schwerpunkt: 

b 



'^ — ^^ ^2 = ^'^{^^"ä)- (P ^* ^^^ Sehne rsina.) 



2 /• 62 

Zu IC. —T— ly^.2xdy=z 



4' 



=«/i-S 



wenn man x = a ^ ^ ~ fcä ^^^ ^^^ y = 6 cös <p. 

/y^ xdy a h^ 

y ^ ^ , Man hat x=i—{b — y) und erhält -^. 

Zu 1 e. Das Trägheitsmoment des Dreiecks A B C x\m den 
Schwerpunkt 8 kann ersetzt werden durch die Summe der Trägheits- 
momente um zwei Axen X und Y in der Ebene des Dreiecks senk- 
recht zu einander durch den Schwerpunkt T« und Ty. Im Dreieck 
ABC mit den Seiten ah c, sei h die Höhe auf a und diese werde 
durch die Höhe in die Teile m und n geteilt. A sei der Inhalt des 
Dreiecks. Die Axe X falle mit a zusammen, die Axe T mit h. Der 
Eusspunkt der Höhe sei 0. Aus 1 d. ergieht sich: 

6 * 6w + w 6W-+-W 

6 w-f-w 6 ^ ' 

(für die zwei Dreiecke, in welche das Dreieck ABC durch h ge- 
teilt wird.) 

T, = T, -4- r, = g-^ U^ ^ m2 — w w + w^J. 

Um das Trägheitsmoment T durch den Schwerpunkt zu erhalten, 
hat man Tn=T-h/i08^. 
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08^ ergiebt sich ans dem Satz, der in III. 7. angewendet 
^mrde, zn: 

= ög ^{2 Ä« + W2 + w2 -f- (W -h W)2 I 
= ^J(a2 + &2H-c2) 

Ä;2 = ^ (a2 -h 2^2 4. c2). 

Za 1. f. Das Trägheitsmoment ist gleich der Summe der Träg- 
heitsmomente um die beiden Axen for die ganze Ellipse nach 1. c, 

also: T=al)n.-Y(^^ -^CL^n-rh^=^al)n*-^{a^ + h^) , also: 
i;2 = -i- (a2 + }ß). 

Zn 1. g. In jedem d^r gleichschenkligen Dreiecke, in die das 

Polygon zer&llt, ist 

2r2^^c2 

for den Schwerpunkt, für die Spitze: 

2 TT 

2r2H-c2 4/, 1 ,\ 6r2-.c2 1 _ ^ "^ ^^^ « 

Ä;'2= — h-TT- r2 -c2 = — =r7rC2 



36 9 V 4 / 12 ~ 12 , 2 ff 

^ ^ 1 — cos — 

n 

Dies gilt auch für das Polygon, da für jedes Dreieck der Schwing- 
ungsradius gleich ist. 

Zu 1. h. Für die YoUkugel hat man: 1 -^^x^^ndy 



— r 



I„y(r4_2r2y2 + y*)(iy = y«{2r8-|-r6 + yr5} = jg wr». 



— r 



also für die Hohlkugel der Unterschied der Kugeln mit den Halbmes- 
sern Vi und r, oder: 

2 r^ — r\ 

5 r^ — r J * 

Z^oh, Aufgaben aus der Mechanik. 2. Anfl. 12 
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Zu 1. i. Trftgheiisinoment eines Kreises vom Halbmesser x für 
eine dazn senkrechte Axe durch den Mittelpunkt oder einer dünnen 
Scheibe von der Dicke dy ist: 

für die Summe aller dieser Scheiben: 

3 



/l 11 



10 



r2. 



>Zn 1. k. Trägheitsmoment eines zur Axe senkrechten Kreises 
nm eine Axe, die senkrecht auf h steht: -r-noe^f 
für eine parallele durch die Spitze: 

-^nx^ -h nx^y^ (Axe T in Ä liegend), 
für den ganzen Kegel: 

-T n I y^ tg^ady -hn j y^ tg^ ady =-^nh^tg^ a -\--^nh^tg'^ a 



3 3 

Ä;'2 = — r2 + — und für den Schwerpunkt: 

Zu 1. 1. Nach /unmittelbar -w^^t da der Schwingungsradius 
für jede Höhe gleich ist. 

Zu 1. m. Trägheitsmoment eines Schnitts des Zylinders senk- 

recht zur Axe um einen Durchmesser, als Axe ist -rnr^. Für eine 

4 

dazu parallele Axe durch den Schwerpunkt: 

für den ganzen Zylinder: 

1 /* /• 1 11 

-rn I r^dy + nr^ j y'^ dy=i^nr^h -{—^nr^.-^h^ 
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Za 2. Die Daner der unendlich kleinen Schwingungen eines 

physischen Pendels ist: ny tt—j {(^ Gewicht und d Abstand der Dreh- 
axe Yom Schwerpunkt), also: 




mg ,d 






Ä2 

Länge des gleichschwingenden einfachen Pendels: -r 



Zu 3. Ifi = — — -T d = TTfT-TK. ya*H-&*H-2a262(?ös^ 

a •¥ 2 (a H- 0) 

{d Abstand der Drehaxe vom Schwerpunkt). 



Zu 4. Ä» = 



Md — mx pd —^ X 



Zu 5. i = ^T— — T} ; es ist aber l = -r-, also: 



Zu 6. Es ist nach III. Seite 169: 

f / « d(o ' 

i^, = 1 0)2 cos qp 4- -^ sin (p 

qp constant für alle Punkte des Stabs, 

Ny=lo[fi sin (pH -jj cos q)] Tq m -h m g 

4 d<o 

-Qfnrl-jj=:.ingrQ€Osq), wo 2rQ die Länge des Stabs, 

qp sein Winkel mit der Horizontalen. 
Durch Integration der dritten Gleichung folgt: 

3 sincD 

2 ^ ro 

Der Winkel des Stabs mit dem Druck, dessen Projektionen 
N^ und Ny sind, sei \p, dann ist: 

N» = Neos \p iV; = Nsin ^ 

n 

und durch Substitution von co^ und ^r- 

dt 
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3 3 

2 ^4 ^ 1 + 9 stn^ qp 

^ o . 3 . dstncpcosqp 

^ . ^ 1+9 sin^ w — 9 siffi a> 1 



9 «i« g) C05 dp -h tg q) '^- 9 tg if) sin^ q) 10 tg(f 
nnd daher 

t9(ptg(\f) — q>)=-^. 

Zn 7. a nnd & seien die Länge der zwei gleich dicken Arme 
des Hehels; <p der Winkel von a mit der Horizontalen zur Zeit t, tp 
der beim Gleichgewicht. 

j\-^a^-h-^bA(D^c:z—a^sin<p — -^b^(l — cos(p) 



= ia^cos-^qf — o^stn-^ q)jsm-^qi 



1 a2 
0) = für g) = nnd ^^ y g) = p, 

11 a« 

Oleichgewichtslage ^ ^^ ^^^ ^ "" 9" ^^ ^ V' = ^ » ^^ V' = T2' 

also \p =z — q. 

Zu 8. Zar Bestimmung des Drucks hat man die oben (S. 169) auf- 
gestellten Gleichungen 1. und 2. unter m, braucht aber noch zwei wei- 
tere, um die vies Unbekannten N, Nj Ny N^ zu bestimmen. Sind c und 
d die Coordinaten der Lager auf der Axe Z (Drehaxe), so ergiebt sich 
aus den 2 Gleichungen II. S. 168 für die horizontalen Axen X und Y: 

( d^z d^x\ 
Sdm[x-ir^ — ^ "57«) = ^{»K — eK) + Z(xh — zk,), 

Setzt man die Werte der zweiten Ableitungen ein und bemerkt, 
dass die Momente aller innem Kräfte ausser den Drücken auf die 
Lager wegfallen, so folgt, wenn SR« und 9Ry die Momente der äussern 
Kräfte um X und Y sind: 

d m 
-^(o^Syzdm-^-irTSxzdm— iV; c H- iV; V H- SR, 

d Ol 
-^-fD^Exzdm^-iriZyzdm^ — N,c — N» (f ■+- SK». 
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Da es sich um eine ebene Fläche handelt, so liegt N stets in 
der Ebene dieser Fläche, wenn <o constant ist. Also kann man qp = 

setzen. Es ist -TT = O,r0=r— a c = & =z a und ^ = 0. 
Polglich 

da Sxzdin=z-T-mä^. 

4 



1^ 
• 3 



mg .-^a 



0)2 — •» a2, 
4 



Also: 



4 (»2 a = 4 ^ 4- 3 a <io2 



„2 

OD* — 



^g 



a 



Zq 9. Die Spannung jedes Fadens ist ö* Q » "n^roi Q das Ge- 
wicht des Stabs ist, auch nach Störung der Gleichgewichtslage, weil 
die Fäden nahe vertikal bleiben. Ist 2 A die Stablänge, qp der Winkel, 
nm welchen derselbe in horizontaler Ebene aus der Gleichgewichtslage 
gebracht wird (97 unendlich klein), so ist das Moment in horizontaler 

1 Q 

Das Trägheitsmoment einer Seite irö~^*» ^^^ 



Ebene: "ö'Q'f"-'^- 



Schwingungsdauer : 






^9 QX^ 



^9 



Zu 10. (Fig. 150.) Es sei v die Geschwin- 
digkeit des Körpers der stösst, N die Stosskraft, 
00 die Winkelgeschwindigkeit des Pendels. Man hat: 

dv 



'^Tt = -^ 



d (D 

dt 



woraus: 



mh 



dv doj 



Y.g. 150. 



dt " "" dt 

und durch Integration : m ä t? 4- T o) = const — mhc, wenn c die 
gesuchte Geschwindigkeit ist. Der Stoss ist yollendet, wenn t; = ä wq, 
wo dann die Kugel mit dem Pendel vereinigt ist. Also: 

mh^mQ -h To9Q = fnhc , 000 = 07=^ 70. 

Nun erhebt sich das Pendel mit der Anfangsgeschwindigkeit a>Q , 
bis es den Winkel a zurückgelegt hat und momentan zur Buhe kommt. 
Ist JKf die Summe beider Massen, so ist: 
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Mk^-jT=z — Mgasvn(p , k^<x)-jj = — gdstnq)-^^ 
also -^k^ixfi =:^gdco$q> -+■ canst, 

Anfangs: y^^^I = 9^ "^ const. , am Ende: Oz=,gdcosa, 

2 g d g d a ^ 

also: <öj = -p- (1 — cos a) = 4-p-sm2ya 

^ r -h w ä2 /-_ . 1 

und c = 2 r-? — Vgd sm-^a. 

mhk ^ 2 

Zn 11. V sei die Ctosch windigkeit der Masse m beim Stoss, 
^ die Stosskraft, m die Winkelgeschwindigkeit des Stabs. Dann ist: 

dv ^^ dos) 

also durch Elimination von N und Integration: 

mp V -h Tio = const 

Für den Anfang T<»o = cowsf., also: mi^t? = r(a)o — «>)» 
Ende des Stosses fiir v =ip<x) , also: 

^/ «;\ Ti>a)o yq>Q 

V wird Maximum, wenn f \- mp) Minimum ist; das ist der 

Fall für -^ = 1. 
pYw 

Der Druck auf die Drehaxe Z ist: 

Nx = — (oo^cösg) -h-jjSÜKpjMd — ^ (Stosskraft) 

Ny = — lüifisinq) — -irr cos <p J Md — Mg, 

Im Moment des Stosses ist qo = 90^ und da alle Kräfte ausser 
der Stosskraft vernachlässigt werden: 

Mdp^ 



Ny = o jv; = — ivii 

Für einen dünnen Stab ist 



^ Ml^ 



r. 1 1tr72 i/T ,i/ M T 3^' 2 , 



^Ml ^ 
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Sollen beide Ponkte zusammenfallen, so ist 

Zu 12. (Fig. 151.) Der Zylinder dreht sich (^ %./5/. 
mit der Winkelgeschwindigkeit odq, der Faden 
wickelt sich auf, bis er gespannt ist, dann erfolgt s 
•ein Stoss, der dem Körper P eine Geschwindigkeit 
■V erteilt. Für diesen Stoss ist: ml 



F dv To^«> 

— -— = iV, mÄ*-^ = — Nr , woraus : 
g dt ^ dt ' 

P 

— rv -¥ mA;^ 00:= const = m ä;^ oo^. 

Der Stoss hört auf, wenn i; = ra), also: 



t^o = 



P 

WÄ2 + — r2 



Nun beginnt das Heben; das Grewicht hat die Geschwindigkeit 

t;Q nach oben, der Zylinder die Winkelgeschwindigkeit — , also: 
(Die Spannung des Fadens sei ß)\ 
d<o P dv 

,-(?o) ^ P dv ^ 

P 

9 ^ 

4a für ^ = , t; = Vo q> = — ist. 

Am Schlüsse ist 00 == t? = , also: < = — ;rr^» setzt man dann 



e^qo 



V = 



p^ 



rg), 



^ dt ' '"' dt' 
«0 ist durch nochmalige Integration: 

1 P 

i»Ä;2 go 4- g-Pr ^2 H r^(p = fnk^ (o^t , da für f = auch qp = 0. 

Am Ende: 
mÄ* H — r*lr qp = — op ^ Emsetzung des Wertes von f), 
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also erreichte Höhe: 



r<p = 



m^k^ml 



2p[mk^ 



fJi 



Zu 18. (Fig. 152.) Für den Zylinder ist die B^wegnngsgleichnng- 



Q '''"■ 



ddo 



h 



mlfi-jj^Sr , för den Eettenschwerpnnkt: 
1 d^z 

,^dof) 1 d^z 

dfß 1 ä^ z 



setzt man e =^r% so ist: ^ = — -^ und damit: 



o\d^ z . 



1 
2 



d^z 
d^ 



— 9 



ßzr 



2 



mk^ 



d^z 
dt^ 



= 2(7- 



j,Azr^ 

mk^g 



fjtzr^-^ 2mk^ — 2mk^ 



oder 



mk^ 



y'»* 



mk^ 



juer^ 



; durch Integration: 






zr 



2 



Die An£Etngsgeschwindigkeit ist Null, die Endgeschwindigkeit, 
wenn L abgerollt ist: wenn « = — « ist: 



jur 



mk^ 



mk^ 



2 "+■ 



= 4^(i— 2jefQ) — 2^aZpwa^. 



i 4- « — £ff 



a 




r p ^r« Za 14. (Fig. 153.) Die Axe den Kegels 

■^'- sei X (Ursprung in der Spitze), die Axe Z geh» 
nach nnten, z die Coordinate von p. 

Nimmt z xim dz zvl, x nm dx, so ist: 



d z \ '-^ d X =^2 n xtg a: — 



IX. Drehung eines Körpers um eine feste Axe. Ig5 

jj 2nn Tintga 

dz=: — —r— tgaxdx , z =■ r — (ar — h^). 

Also beschreibt p eine Parabel mit vertikaler Axe in einer ver- 
tikalen Berührongsebene des Kegels. Der Scheitel der Parabel liegt 
anf der Axe Z vertikal unter der Spitze des Kegels. Drehung de» 
Kegels: 

•iTTrwr^-TT = Äaj/ö« , Fall des Gewichts: — ^-r^ =p — S. 
10 dt ^ y . g dt^ ^ 

Bmch Elimination von S: 

3 „da) , / p d^ z" 
mr^^j = attga[p — 



10"" dt '-""''' "^y^ g dt^ 

oder da dz=Lxtgadq) ist: 

3 „c?<ö dz pdzd^z ,..,.• X x ^^ 

_^,2_^^_^____ , multipliziert mit ^ 

3 -ddpePqi de p dzd^e 
TÖ*"'" 'di'dW~^di~ gdiTß 

-20*^' [dt) =P'--j[di) 

ohne Constante, da für den Anfang -^ = ;8^ = 0,-jt=0. 

Der Faden ist abgewickelt: 

3 * / dz \ 

mr^ <D^ = pnnhtga=pnnr{x= , -tt ^ Ol 



1 20 pn 

also: w = ^-iiÄr27r und od^ =. — r-r- 

Zu 15. Nach dem Satz von der lebendigen Kraft ist: 
y iwÄJ^ (0)2 — a,j) z= /(psind', ad'dsind) — / yi?a(i^ 



1 / sin^cos&\ 1 

= 2-1»«^^- — 2 — J-y^«^' 

mÄ:2(«,2_eaJ) = -^5in^cos^ , ^' = ^o ~ ^|^^:2-- 
Zu 16. Lösung im Text. 
Zu 17. Es sei ^ der Torsions-Coefficient. 
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für f=0 ist ^ = 2n7i , also Ä = 2n7r 

-^=0 also B = , folglich ^=z2nncosty j;^ 

8 • 
aber T = j^Jr^7t , also : 



^ = 2nncost y ^ — ^. 



X. Beliebige Bewegung eines Körpers. 

Die folgenden Aufgaben setzen voraas (das lieg^ in ihrer Fas- 
sang), dass die Bewegung des Schwerpunkts eines starren Körpers an- 
abhängig ist von der Drehung. Die Axe, um welche Drehung statt- 
findet, ist jedesmal vorgeschrieben. 

1) Betrachtet man irgend einen Punkt ayg eines Körpers, so 
ist, wie bei IX.: 

d^x d^y d^z 

dfn^^ = h^ -f h I dm^r£ = hy-^ky , dmj^ = hn H- Ä.. 

Ist der Körper frei oder macht man ihn durch Anbringen von 
Gegendrücken frei (indem man diese a)ß äussere Kräfte betrachtet), so 
ergiebt sich: 

d^ X d^ V ' d^ z 

Zdmj^=zSk, Zdmj^=zSky, Sdmj^^SK, 

oder wenn xq yo ^o ^^ Ooordinaten des Schwerpunkts sind: 

d. h. die Bewegung des Schwerpunkts erfolgt, wie wenn in ihm die 
ganze Masse vereinigt wäre und alle äussern Kräfte in ihn parallel 
verlegt wären. 

2) Femer ist: 

f d^x d^y\ 
Sdmly^'^xj^j=^Z(yk^ — xk^), 

Sdml^z-^-yj^j^Sizky—yk,), 

f d^z d^x\ 
Sdm{x^-^^ZJ^j==:I:(xk^ — zkx), 
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oder wenn man durch den Schwerpunkt neue Axen X' T' Z' parallel 
den vorigen legt, so dass: 

^ = ^0 ■+- « > y^ya^y' » ^ = ;8fo h- / 

ist, so werden die vorhergehenden Gleichungen: 

Zdm^iy^^y) jj^ -{x^^af) ^-^^2 } 



=:2:|(yo +yi)Ä?« — (a?o -♦-^)^y| o^ö'^- 



'^yo^dm^^^XQSdfn-^^-^Sy'dm--^Sx'dm 

( (Ä^a?' d^v\ 
'^2dm\^y'j^^afj^j=yQZh^XQSkj,-h^(j!/k^-^x'kj,), 

Da aber: 

d^Xf. „^ d^y 

^-Skoi und m^=z Zky , i:x^dfn=:0 i:ydfn=:0, 



m 



weil der Schwerpunkt der Ursprung der a?' y / ist, so hat man 

d^x' _,dV\ ^. ,. 



^^^[y'ä 



t^ dfij 

da man k^r und k^ statt kx und k^ schreiben kann. 

Dies ist aber dieselbe Gleichung, wie die ursprüngliche, nur be- 
zogen auf den Schwerpunkt als Ursprung. Die Drehung um den 
Schwerpunkt erfolgt also, wie wenn dieser fest wäre. 

3) Falls die 3 Hauptträgheitsaxen des Körpers zn.Goordinaten- 
axen gewählt werden, lassen die drei Gleichungen für die Botation um 
den Schwerpunkt (Nr. 2) eine wichtige Umformung zu: Es seien im 
Baum drei feste Axen Ox, Oy, Oz gegeben. Nach der Zeit t vom 
Beginn der Bewegung ab seien xyt die Coordinaten des Schwerpunkts 
S des Körpers. Durch letzteren seien die drei Hauptträgheitsaxen 
Sxi, 8yi, 8zi gelegt und drei andere Sa, Sy, Sz parallel und gleich- 
gerichtet mit Ox, Oy, Oz. SL ist der Schnitt der beweglichen Ebene 
8xi Syi mit der Ebene 8x 8y;2tL8x = \p; 2tLSxi = q>; 2iz8zi=^. 
Durch die drei Winkel tp, qp, <& ist in jedem Augenblick t die Lage der 
drei Geraden Sofi, Syit Szi bestimmt, welche mit dem Körper fest 
verbunden gedacht werden; dabei sind \p und q) beschränkt auf das 
Intervall 0^— .3600, ^vonO®— 180^ und zwar sei ^gleich dem räum- 
lichen Winkel zwischen den Ebenen der 2i\p und q), nicht gleich 
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dessen Sapplement, so dass Szi über oder unter der horizontal ge- 
dachten Ebene 3ay zn liegen kommt, je nachdem ^ spitz oder stumpf 
ist. Der Winkel x^j ist gezählt von Sof aus nach der Yerlängening von 
Sy hin. 

Die 6 Grössen x, y, z, dp, xp, ^ sind die Unbekannten der Aufgabe, 
welche darin besteht, die doppelte Bewegung im Baum kennen zu 
lernen; ihnen entspricht eine gleiche Anzahl yon Differentialgleichungen 
der zweiten Ordnung; die drei ersten davon (Nro. 1) beziehen sich auf 
die Translationsbewegung des Schwerpunkts S^ die drei letzten auf die 
Botation um den Schwerpunkt. — oo sei die variable Botationsgeschwin- 
digkeit um die augenblickliche Drehaxe; pqr ihre Componenten um die 
beweglichen Axen Sati, ^3^i* "^^i- ^^^^ sei r positiv, wenn die Drehung 
um Sgl von Sa!i nach Stfi geschieht, ebenso q positiv für eine Drehung 
um 8yi von 8zi nach iS^a?!, p positiv für eine Drehung von Sy^ 
nach Szi. 

Ferner bedeute M die Masse des Körpers, XYZ die Sammen 
der Componenten aller auf denselben wirkenden äusseren Kräfte, parallel 
den festen Axen Ox, Oy, Oz; X^Y^Zi dieselben parallel den beweg- 
lichen Axen Sxi, Syx, Sz^, und, bezogen auf dieselben beweglichen 
Axen, seien i, -3/, iVdie Summen der Momente jener Kräfte und ABC 
die Hauptträgheitsmomente. Dabei sind die positiven Drehrichtungen 
der Momente in demselben Sinne verstanden, wie diejenigen von p, q, r. 
Damach sind die Gleichungen der Bewegung des Schwerpunkts: 



X 



s 



y 



(a) M,-j^ = X\ M.-ji^Y, 



, cfiz 

M. ^-o = Z, 



und diejenigen der Botation um den Schwerpunkt nach Euler: 



(b) 



A.^^iB- C)qr-^L 
dt 

B.-^ = (C—A)rp-hM 
C. — ={A—B)pq'^N 



dabei ist 



(c) 



dt 

p = — sin ß" . sin dp . 
q= — : sin '& . cos <p . 



d\p 

dt 

d\p 



dt 



cos ()P 



sin 9 



dif 
dt 

de 

dt 






woraus auch folgt 
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(d) 



sin ^ . -T~ = — p sin (f) — q cos (f) 

— — = p eos cp — q sin <p. 

et c 



Mit den Winkeln (jp, %p, <& hängen die einzelnen Cosinus der Winkel 
der beweglichen Azen gegen die festen durch die Euler'schen Formeln 
zusammen. Sind die Cosinus durch das Schema: 





«1 


V\ 


H 


at 


1 

«1 hx 


^l 


y 


«2 


h 


cjs 


z 


«8 


h 


<?3 



(e) 



definiert, so lauten die Euler*schen Formeln: 

«1 = eos^ . sinrp . sin(i) H- cos \p . cosqt 
bi = cos ß' . sin \p . cos <p — * cos %p . sin (f 
Ci^ — sin •& . sin \p 

62 = cos ^ . cos \p . cos dp H" sin \p . sin (p 

03 = ^ n ^ . sin (f> 

63 = sin ^ . CO* <]p 

Die Gleichungen (b) liefern, wenigstens theoretisch, die Grössen pqr in 
Funktion von t, and sodann die Gleichungen (c) die Winkel gp, ^, xp 
in t. Es lassen sich daher die Cosinus der Winkel des beweglichen 
und des festen Axensystems nach (e) in t ausdrucken. Diese in (a) 
eingeführt, giebt endlich ayz als Funktionen der Zeit. Zugleich sieht 
man übrigens, dass im allgemeinen die Gleichungen der Translation 
von denen der Rotation abhängen und umgekehrt. Die folgenden Auf- 
gaben sind, wie bemerkt, speziell so gewählt, düss die beiden Gleichungs- 
systeme unabhängig von einander sind. 

4) Die Prinzipien der Dynamik. 

Das d'Alembert'sche Prinzip fuhrt die Bestimmung der Be- 
wegung irgend eines Systems auf die Betrachtung seines Gleichgewichts 
zurück; es lässt sich in Worten kurz wie folgt aussprechen: 

„Bei der Bewegung irgend eines Systems von Punkten, die in 
ganz beliebigen Verbindungen stehen können und durch irgend welche 
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ftnssere Kiräfte P angegrififen werden, findet mit Hilfe der Yerbindongen 
jeden Aagenblick Gleichgewicht statt zwischen diesen Kräften P and 
zwischen solchen Q, welche gleich und entgegengesetzt sind mit jenen, 
die jedem einzelnen materiellen Punkt, falls er frei wäre, diejenige 
Bewegung erteilen würden, welche er wirklich befolgt.' 

Dieser selbstverständlich klingende Satz, dass wenn jeder Punkt 
eines Körpers in seiner wirklichen Bewegung angehalten würde, relative 
Buhe herrschte, kann analytisch entweder mittelst der früheren sechs 
Gleichgewichtsbedingungen ausgedrückt werden, oder mittelst des Prin- 
zips der virtuellen Yerrückungen folgendermassen : 

Es seien X,Y,Z die Oomponenten der äusseren Kräfte an dem- 
jenigen Punkt des Systems, der die Masse m und die Coordinaten «, y^ z 
besitzt, X! Y* Z^ diejenigen an dem Punkt x y % mit der Masse m 
und so fort; dann müssen sich an dem System folgende Kräfte, die 
auf m, tfi, m etc. parallel den Ck)ordinatenaxen wirken, das Gleich- 
gewicht halten: 



X-m-^, X-mj^, etc. 



^-'»?l' ^'-"»'tJ' '^- 



z 






also muss sein 

hiebei bedeuten bx^ dy, dz die Oomponenten einer unendlich kleinen, 
mit den Systemverbindungen verträglichen Verschiebung an dem belie- 
bigen Punkt xyz\ die Summe E ist über alle Systempunkte zu er- 
strecken; die Variationen müssen den Bedingungen des Systems genügen. 
— Eine andere Form, die Lagrange dem Prinzip gegeben, möge uner- 
wähnt bleiben. 

Als Prinzipien der Mechanik werden femer vielfach auch gewisse 
Integrale der allgemeinen Differentialgleichungen der Be- 
wegung bezeichnet, die Prinzipien von der Erhaltung des Schwer- 
punkts, von der Erhaltung der lebendigen Kraft und von der 
Erhaltung der Flächen; es sind Ableitungen aus dem d'Alembert- 
schen Prinzip. 

Das erstere Prinzip lautet: 

„Der Schwerpunkt eines beliebigen Systems, welches dem 
d'Alembert'schen Prinzip genügt, bewegt sich so, wie wenn in ihm die 
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Gesamtmasse des Systems vereinigt wäre und zagleich in ihm die 
samtlichen Kräfte des letzteren, einschliesslich die Zosatzkräfte, welch» 
der Bedingungsgleichnngen wegen zngefügt werden, parallel zu ihren 
wirklichen Bichtnngen angriffen." Falls die Bedingnngsgleichnngen nur 
von den Differenzen je zweier «,y, ;? Goordinaten abhängen, was immer 
der Fall ist, wenn die Bedingungen sich nur auf den gegenseitigen 
Abstand der Massenpnnkte beziehen, so bewegt sich der Schwerpunkt 
so, als ob die Gesamtmasse in ihm vereinigt wäre und alle Kräfte,, 
ohne Znsatzkräfte, parallel mit sich in ihm angriffen ; und wenn ausser- 
dem das Punktsystem speziell nur inneren Kräften ausgesetzt ist, sa 
bewegt sich der Schwerpunkt auf einer Geraden mit konstanter Ge- 
schwindigkeit. 

Besitzen ferner die Kräfte X,Y,Z eine von der Zeit unabhängige 

Kräftefunktion U, d. h. ist -r=-~, Y=:z—-y Z=~, so be- 

dx dy dz 

steht, wenn v die Geschwindigkeit in dem Massenpunkt m und c eine 

Gonstante bedeutet, die Beziehung: 

Dies ist das Prinzip von der Erhaltung der lebendigen 
Kraft. Es ist wahrscheinlich gemacht, dass in der Natur überhaupt 
nur solche Kräfte existieren, welchj» eine Kräftefunktion besitzen; (Rei- 
bung, Luftwiderstand etc. sind dann nur als Ersatz für kompliziertere 
Yorgänge anzusehen, die in Wirklichkeit statthaben; der Verlust an 
lebendiger Kraft ist nur scheinbar, da der verlorene Teil sich ia 
Wärmebewegung umsetzt.) ' Übrigens ist die erwähnte Bedingung für 
das Bestehen des Prinzips von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
nur hinreichend, nicht notwendig. 

Ist weiter erstens für sämtliche Kräfte des Systems eine Kräfte- 
funktion vorhanden und bleiben zweitens diese Kräfte sowie alle Be- 
dingungsgleichungen ungeändert, falls das System eine beliebige Drehung^ 
um die ayz-Axe ausführt, so hat man bezw.: 

y I dz dy\ 

V dt dtl ^ 

I dx dz\ 

2jm[z ,- dj . — - ] = Co 

V dt dtl ^ 

-, l dy dx\ 

(„Prinzip von der Erhaltung der Flächen'^) 

Das ^Hamiltonsche Prinzip von der stationären Wirkung"^ 
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gilt unter der Yoranssetzang der Existenz einer Eräftefanktion ü des 
Systems, das übrigens nicht von der Zeit unabhängig zu sein braucht. 

Bezeichnet man die lebendige Kraft mit T, T = '^ .Sm.v^, so lässt 

«ich das Prinzip von Hamilton so aussprechen: 

Wenn die Lage der Systempunkte für die Zeiten tQ und ti be- 
kannt sind; so sind die Bewegungsgleichungen enthalten in: 



U 



wobei sich die Variation auf die Coordinaten der Punkte, nicht auf die 
Zeit t bezieht. 

Das weniger wichtige Maupertuissche Prinzip der kleinsten 
Wirkung sagt aus, dass die Gleichung 



dl Sm.v ,d8'=^v 



•die Bewegungsgleichungen liefert; hiebei ist ds das von dem beliebigen 
Systempunkt m mit der Geschwindigkeit v beschriebene Wegelement. 
Das Integral ist von einer festen Anfangslage bis zu einer festen End- 
lage zu erstrecken. Das Prinzip setzt voraus, dass erstens eine Kräfte- 
funktion existiert und zweitens das Prinzip von der Erhaltung der 
lebendigen Kraft gilt. Meistens ist dann zugleich der Ausdruck 

I Emvds oder 1 Emv^dt ein Minimum. 

Gauss hat dem Prinzip folgende Form gegeben („Prinzip des 
kleinsten Zwangs**): 

Bewegt sich ein System von Massenpunkten unter dem Einfluss 
von Bedingungsgleichungen während einer unendlich kurzen Zeit, so 
ist die Summe EmiBC)^ der mit der jeweiligen Masse m multipli- 
zierten Quadrate der Ablenkungen BC von denjenigen Orten, welche 
die Punkte bei freier Bewegung erreicht hätten, für die wirkliche 
Bewegung ein Minimum gegenüber allen andern Bewegungen, welche 
sich ebenfalls mit den Bedingungsgleichungen vertragen. 



Aufgaben. 

1. Um einen Zylinder mit horizontaler Axe, der auf einer schiefen 
Ebene liegt, ist ein Faden geschlungen (in einer Vertikalebene durch 
<len Schwerpunkt), dessen Ende auf der schiefen Ebene befestigt ist. 
Welche Beschleunigung erhält der Schwerpunkt des Zylinders? 
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Die Beschlennigon^ längs der Ebene ist } gsina, wenn a die 
Horizontalneigxing der Ebene ist. 

Die Aufgabe lässt sich anch so aussprechen: Ein Zylinder mit 
horizontaler Aze rollt, ohne zu gleiten, auf einer schiefen Ebene, wie 
gross muss jedenfalls die gleitende Reibung sein? 

2. Um einen Zylinder mit horizontaler Axe ist ein Faden ge- 
schlmigen (in dner Yertikalebene durch den Schwerpunkt). Das freie 
Ende des vertikal gespannten Fadens wird mit gleichförmig beschleu- 
nigter Bewegung in die Höhe gez(^n. Welche Bewegung nimmt der 
Zylinder an und in welchem Fall geht er in die Höhe? 

Der Zylinder erhält eine gleichförmig beschleunigte Bewegung, 
deren Beschleunigung abwärts 

ist, wenn f die Beschleunigung des Fadens nach oben bedeutet. 

3. Um einen ümdrehungskörper mit horizontaler Axe ist ein 
Faden geschlungen (in einer Yertikalebene durch den Schwerpunkt), 
der Faden geht dann über eine Bolle und trägt auf der andern Seite 
ein Gewicht. In welchem Fall geht der ümdrehungskörper nach oben? 

Ist mg das Gewicht, r der Halbmesser des Farallelkreises , um 
welchen der Faden geschlungen ist , M die Masse der BoUe, m' die 
Masse und W der Sehwingungsradius des Umdrehungskörpers, so 
hat man: 

m — m 

wenn der Körper in die Höhe gehen soll. Bei einem Zylmder ist 
es unmöglich. 

4. Ein Faden geht von einem festen Punkt aus, schlingt sich 
um eine lose Bolle (deren Masse m^, Sehwingungsradius Tc^, Halb- 
messer r^y welche ein Gewicht m^g trägt, dann um eine feste Bolle 
(Masse m^, Sehwingungsradius k^^ Halbmesser r,) und trägt am Ende 
ein Gewicht mg. Welche Bewegung nimmt das letztere an, wenn die 
drei Fadenteile vertikal sind? 

Eine gleichförmig beschleunigte, deren Beschleunigung: 

m — I fn2 — } «»3 






g. 



(Vergl. V. 3.) 

5. Eine vollkommen elastische Eugel trifft eine feste Ebene. 
Wie wild sie zuruckgeworibn, wenn sie vor dem Stoss eine Drehung 

Zeoli, Aufgaben ans der Mtohanik. 2. Aiifl. 13 



194 X. Beliebige Bewegung eines Körpers. 

mn eine zur Ebene parallele und zu ihrer iBahn senkrechte Axe hatte 
und wenn man die Reibung berücksichtigt? 

Ist a der Einfallswinkel, ß der Reflexionswinkel, so ist: 

tgß = tg a — 2 fi. 

In welchem Fall kann ß negativ sein, also der Ball auf derselben 
Seite der Normalen zurückkehren? 

Diese Formel gilt nicht mehr, wenn der Widerstand der Reibung 
vor Ende des Stosses aufhört zu wirken. In diesem Fall ist: 

wenn r der Eugelhalbmesser, (Oq ihre Winkelgeschwindigkeit und Vq 
die Geschwindigkeit ihres Schwerpunkts vor dem Stosse ist. 

Wie ändern sich die Formeln, wenn im Berührungspunkt Vq sin a 
und ra>o entgegengesetzt sind und das erste kleiner ist als das zweite? 

6. Eine elastische Engel auf horizontaler Ebene erhält einen 
schiefen Stoss nach unten in einer Yertikalebene durch den Schwer- 
punkt. In welchem Fall wird die Engel nach einiger Zeit rückwärts 
gehen? 

Wenn man die Reibung berücksichtigt, so findet man: 

n > r fitn a, 

wo n der Arm der Stossrichtung, r der Halbmesser der Kugel und 
a der Winkel der Stossrichtung mit der Vertikalen ist. 

Die Stossrichtung muss also die horizontale Ebene vor dem Be- 
rührungspunkte der Eugel schneiden, wenn diese rückwärts gehen solL 

7. Die Bewegung einer Eugel auf horizontaler Bahn mit Rück- 
sicht auf Reibung zu bestimmen, wenn dieselbe eine beliebige Anfangs- 
geschwindigkeit hat und sich anfangs um eine beliebige Axe dreht. 

Der Widerstand der Reibung ist constant in Grösse und Rich- 
tung, folglich beschreibt der Eugelmittelpunkt eine Parabel. Wenn 
das Gleiten aufhört, bewegt sich der Eugelmittelpunkt in einer 
Tangente an der Parabel weiter. 

Sind die Anfangsgeschwindigkeiten durch einen Stoss erteilt, so 
geht die Eugel von Anfang an in gerader Linie, wenn die Stoss- 
richtung horizontal ist oder in einer Yertikalebene durch den Eugel- 
mittelpunkt liegt. Wenn dies nicht der Fall ist, so weicht die Eugel 
von der Geraden ab nach der Seite hin, wo die Eugel getroffen wird ; 
und wenn sie, nachdem das Gleiten aufgehört hat, in einer Geraden 
sich bewegt, so ist deren Richtung parallel der Geraden vom Berüh- 
rungspunkt im Anfang zu dem Punkt, wo die Stossrichtung die hori- 
zontale Ebene schneidet. Die Eugel geht also rückwärts, wenn dieser 
Punkt vom Berührungspunkt aus rückwärts liegt. 
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8. Ein Zylinder liegt auf horizontaler Ebene, sein Schwerpnnkt 
föllt nicht in die Axe, welche kleine Schwingungen wird er machen, 
wenn man ihn von der Gleichgewichtslage wenig entfernt ond kein 
Gleiten stattfindet? [Yemachlässigting der vierten Potenzen des Aas- 
schlags]. 

Ist r der Halbmesser des Zylinders, k sein Schwingongsradius fOr 
die dem Schwerpnnkt n&chste Mantellinie, g der Abstand seines 
. Schwerpunkts vom Mittelpunkt und a der Anfangsausschlag, so ist 
die Schwingungszeit: 

-\ ^^ — ^ ^ sin J a». 



Vq9 ^^VJ^ 

Diese Lösxmg gilt auch für ein Pendel mit zylindrischer Axe, 
welche auf horizontaler Ebene rollt. 

9. Ein Engelsektor liegt mit seiner krnmmen Oberfläche auf 
einer horizontalen Ebene. Wenn man ihn wenig ans der Gleichgewichts- 
lage entfernt und kein Gleiten stattfindet, was ist die Schwingangs- 
daner? [Yemachlässigüng der zweiten Potenzen des Ausschlags]. 

Ist a die halbe Öffiiung des Sektors, so ist die Schwingungsdauer: 






13 (1 — co8a)-h2 cos cfi 
g l-hcosa 

10. Ein Stab von der Länge 2 a hängt mit dem einen Ende an 
einem Faden von der Länge 2, dessen oberes Ende fest ist. Wenn 
man den Stab in einer Yertikalebene durch den Aufhängepnnkt des 
Fadens etwas aus der Gleichgewichtslage entfernt, welche Schwingungen 
wird er machen? 

Sind & und gp die Winkel des Fadens und des Stabs mit der 
Vertikalen und vernachlässigt man die Quadrate dieser Winkel, sowie 
die Produkte der Winkel in die Quadrate ihrer Ableitongen nach 
der Zeit, so findet man: 

qi = A sin (pt -h a) -h B sin (qt -h ß) 
& =z Ai sin (pt -i- tt) -^^ Bi sin (qt -h- ß)f 
wo die Constanten p^ und q^ die positiven Wurzeln der Gleichung: 
alo?* — (31-h4a)flr«2 4.5p2 = o 

sind. Und dann ist: 



2 



g — lp2 ' g^l^ 

11. Ein nicht homogener Zylinder rollt auf horizontaler Bahn^ 
welche kein Gleiten zulässt. Die Winkelgeschwindigkeit des Zylinders 
an einer beliebigen Stelle seiner Bahn zu bestimmen. 
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Man findet: 

wenn odq die Winkelgeschwindigkeit in der Enhelage^ ^ der vom Halb> 
messer durch den Schwerpunkt von der Buhelage aus beschriebene 
Winkel ist und die übrigen Buchstaben die gleiche Bedeutung wie 
in (8) haben. 

Wo ist die grösste, wo die kleinste Winkelgeschwindigkeit? 

12. Auf eine horizontale Ebene, die sich am eine vertikale Axe 
gleichförmig dreht, wird eine Kugel gelegt. Welche Bewegung wird 
diese annehmen, wenn kein Gleiten stattfindet? 

Sie beschreibt auf der Ebene einen Kreis mit gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit. Die absolute Bewegung des Mittelpunkt» 
ist Null. 

13. Ein Halbzylinder liegt mit seiner ebenen Fläche anf einer 
horizontalen Ebene und kann sich anf dieser ungehindert bewegen. Anf 
dem Mantel gleitet ein schwerer KOrper abwärts, welche absolute Be- 
wegnng nimmt dieser an? 

Er beschreibt eine Ellipse. 

14. Um einen hohlen dünnwandigen Zylinder ist ein Faden ge- 
schlungen, der weit oberhalb befestigt ist. Bnrch sein Gewicht ge- 
zogen, rollt sich der Zylinder vom Faden ab mit stets horizontaler Axe. 
Wenn im Innern des Zylinders ein kleiner schwerer Körper sich be- 
findet, welche Bewegung nimmt dieser an? 

Die relative Bewegung zum Zylinder ist die eiijies Pendels Yon 
der Länge des Zylinderhalbmessers, das unter der Einwirkung der 
halben Beschleunigung der Schwere schwingt. 

15. Eine rauhe Kugel kann sich um ihren Mittelpunkt drehen ;^ 
eine andere Kugel liegt auf ihrem höchsten Punkt und wird etwas au& 
der Buhelage gebracht; die entstehende Bewegung zu bestimmen. 

Ist der Winkel des Halbmessers zum Berührungspunkt mit der 
Vertikalen anfangs a, zur Zeit t dagegen tf;, xmd ist ^ der Winkel,, 
um welchen sich die erste Kugel dreht, so ist: 



und: 






Wann trennen sich die Kugeln? 

16. Ein Zylinder rollt, ohne zu gleiten, auf einer schiefMi Ebene,, 
die auf einer glatten horizontalen beweglich ist. Die Bewegung des- 
Zylinders und der schiefen Ebene su bestimmen. 



/\ 
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Ist m die Masse des Zylinders, M die der Ebene, r der Halb- 
messer des Zylinders, k sein Schwingungsradios, und a die Horizon- 
talneigung der scbiefen Ebene, so ist die horizontale Beschleunigung 
des Zylinders: 

Mr^g sin a cos a 
M r2 cos «a -f- (2tf 4- w) (r« ^n a» -TP)' 

17. Ein Körper fällt mit der G^chwindigkeit v auf eine schiefe 
Ebene mit der Horizontalneigang a, welche auf einer glatten horizon- 
talen Ebene beweglich ist. Welche Geschwindigkeit v erhält die schiefe 
Ebene, wenn beide Körper als anelastisch angenommen werden? 

^mvsinacosa 
~ m stn «2 4- 3f 

wo m die Masse des Körpers, M die der schiefen Ebene ist. 

18. Ein Körp^ von der Masse m ftUt längs einer schiefen 
Ebene yon der Masse J9f, die sich auf einer glatten horizontalen Ebene 
t>ewegen kann. Welche Bewegung entsteht? 

Die Beschleunigung ist für tn längs der schiefen Ebene: 

(m + M) g sin a 
msina^-^ M 

18 b. Ein ans einem nnendlich dünnen allenthalben gleich starken 
materiellen Beif nnd n eben solchen Speichen bestehendes Bad mit 
•dem Gewicht y auf der laufenden Längeneinheit, dessen Axe noch mit 
dem Gewicht g belastet ist, rollt ohne zu gleiten eine schiefe Ebefle 
liinab. Man bestimme die Geschwindigkeit der Axe nach ^ maliger 
Umdrehung des Eads. (W. C.) 

19* Ein Körper von der Masse m fällt auf einer schiefen Ebene 
mit der Masse M, welche selbst wieder auf einer schiefen Ebene von 
der Horizontalneignng ß beweglich ist. Welche Bewegung entsteht? 

Die Beschleunigung ist längs der ersten Ebene, welche mit der 
zweiten den Winkel cc macht: 

{m -^ M) g sin a cos ß 
mstna^-^M 

20. Ein Zylinder mit horizontaler Axe rollt auf einem zweiten 
festen mit paralleler Axe. Wo verlässt er ihn? 

Ist (p die Horizontalneigung des Halbmessers zu dem Punkt, wo 
das Verlassen stattfindet, ist q der Halbmesser des festen, r der des 
beweglichen Zylinders, Oq die Anfangswinkelgeschwindigkeit, so ist: 
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21. Drei gleiche Engeln liegen anf einer horizontalen Ebene 
nnd berühren sich ; ein Kegel wird mit vertikaler Aze, die Spitze nach 
nnten, zwischen sie gestellt. Wie gross ist die Spannung eines Fadens, 
der um die Kngeln gelegt wird, am sie am Ausweichen zu verhindern, 
und wann erreicht die Spitze des Kegels die horizontale Ebene, wenn 
jener Faden plötzlich reisst? 

Ist W das Gewicht des Kegels, W das einer Kngel, a die halbe 
Öfifhnng des Kegels und y^ die Anfangshöhe der Spize, so ist: 

die Fadenspannnng = q ^ 

nnd die FaUzeit = 7/ 2yQ — — 

22. Zwei gleich grosse Stäbe von der Länge 2 a und der Masse 
m liegen mit den einen Enden auf einer horizontalen Ebene und sind 
mit den andern durch ein Gelenk verbunden, welches durch einen 
Faden, der über eine Bolle vertikal über dem Gelenk geht und am 
Ende ein Gewicht m' g trägt, in die Höhe gezogen wird. Die Bewegung' 
zu bestimmen, wenn die Stäbe an&ngs ganz in der horizontalen Ebene 
lagen. 

Ist d' der Winkel der Stäbe mit der Horizontalebene und k der 
Schwungradius jedes Stabs für eine Axe durch die Mitte senkrecht 
zum Stab, so ist: 

, [w a2 + w Är2 -+. 2 (w' -H 2 m) a« cos -Ö-a] [^V = 2 a </ (w' — w) sin ^. 

23. Eine Kugel wird auf eine rauhe schiefe Ebene längs einer 
Linie des schnellsten Falls geworfen. Welche Bewegung nimmt sie 
an, wenn die erhaltene Drehung grösser ist als die zum Abwärtsrollen 
nötige? 

Man erhält für den Weg s längs der Ebene die Gleichung: 
s =: \gt^ {sin a -h fi cos a) -{- c t 
und f&r den Drehwinkel: 

so lange bis Hollen eintritt. Dann ändern sich die Gleichungen. 

24. Ein Zylinder rollt auf schiefer Ebene. Um ihn ist ein 
Faden geschlungen, welcher sich von einem gleich grossen Zylinder 
weiter oben abrollt, dessen Axe fest ist und denselben Abstand von 
der schiefen Ebene hat, wie die des beweglichen. Der Faden ist der 
Ebene parallel. Welche Bewegung entsteht und was ist die Spannung 
des Fadens? 
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Die Beschleunigung der Zylinderaxe nach unten ist ^gsina. 
Die Spannung des Fadens ^ mg sin a, wenn m die Masse des Zy- 
linders ist. 

25. Ein Zylinder wird auf horizontaler Bahn durch einen um 
ihn gewundenen Faden in Bewegung gesetzt, der der horizontalen Ebene 
parallel weiter über eine Bolle geht und am Ende ein gegebenes Ge- 
wicht trägt. Welche Bewegung findet statt? 

Wenn kein Gleiten stattfindet, m die Masse des Zylinders, r sein 
Halbmesser, k sein Schwingungsradius, m' die Masse des Gewichts 
ist, so ist die Beschleunigung der Zylinderaxe: 

2m'r^g 

4 w' r2 -+- m (r2 -h Ä:2) 
xmd die des Gewichts doppelt so gross. 

Die Winkelbeschleunigung des Zylinders ist: 

2 m' r g 
4 wi' r2 -h w (r2 -f- Ifi) 

27. Ein Körper fällt auf schiefer Ebene und erhält die Ge- 
schwindigkeit c. Plötzlich stösst er auf ein festes Hindernis auf der 
Ebene; welche Bewegung entsteht? 

Ist e der Elastizitätscoefficient . a und b die Coordinaten des 
Schwerpunkts des Körpers parallel und senkrecht zur schiefen Ebene 
f&r das feste Hindernis als Ursprung und k der Schwingungsradius, 
so sind die Geschwindigkeiten: 

62 __ e (a2 ^- Jfc2) 



parallel zur Ebene = c 



«2-1-62 4-^2 



senkrecht zur Ebene = -\ r^ — ^^ 

a2 -h 62 4- A;2 

Winkelgeschwindigkeit = - 4 ,» — rs-* 

a^ -h 6^ -h »* 

28. Auf horizontaler glatter Ebene stösst ein unelastischer Balken 
auf ein festes Hindernis. Welche Bewegung entsteht? 

Ist u die Geschwindigkeit vor dem Stoss, a der Winkel des Stabs 
mit der Bichtung der Bewegung seines Schwerpunkts, c die Ent- 
fernung des Hindernisses vom Schwerpunkt, und die Axe der x die 
anfängliche Lage des Balkens, so ist nach dem Stoss: 

c2 u sin VC 



«7 = 



c2-hÄ;2 
c u sin a 



(j2-^jfca 

29. Ein unelastischer Zylinder rollt auf einer Ebene und st6sst 
auf ein Hindernis. Wann hebt sich der Zylinder beim Anstossen? 
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Wenn die Höhe des Hindernisses kleiner als der anderthalbfache 
Halbmesser. 

In welchen Fall gelangt der Zylinder über das Hindernis we^ ? 

SO. Ein Bad, das mit einem Wagen durch eine Feder yerbnnden 
ist, stösst anf seiner Bahn gegen ein Hindernis. Welche Schwingidigeii 
entstehen? 

Ist V die Geschwindigkeit des Bads, h die Höhe des Hindernisses, 
r Halbmesser des Bads, m seine Masse, k eine yon der Beschaffen- 
heit der Feder abhängige Constante, e der beim Stoss ins Spiel 
kommende Elastizitätscoefficient, so ist die Amplitude der entstehen- 
den Schwingungen: 



^=(1-1-«) 



,/2Äm 



Anflösnngen. 
Zu 1. (Fig. 154.) Längs der schiefen Ebene hat man 

m^-^=rmgsina — 8 (s von oben aus gerechnet). 
Die Drehung des Zylinders hat die Gleichung: 



^mr 



2 



'dt 



= Sr. 



Setzt man ^ = r qp , so ist durch Elimination von 8: 



d^s 



d^s 



mj^^^mgsma-^mj^^ 



, d'^s 2 . 
also ^ = "3"^ «***«• 



Zu 2. (Fig. 155.) Bewegung des Zylinders nach unten: 

d'^z 




Tigern. lig.m 



m 



S 




dt^ 
Drehang 
1 



= mg — 8, 



.2 



diu 



¥^"' dt 



=^8r. 



Wird der Faden nach oben mit 

*"*^ der Beschleunigung /'gezogen, so ist 

die Beschleunigung der Axe des Zylinders nach oben: 

dco 
f — r-^rr . also 



dt 



d^z __ d<D - 



Aus den zwei ersten Gleichungen folgt: 
d^z 1 d(x) - ^d^z 



dt^ 



-9 — 



2 dt 



also: 3 



dt^ 



-=2g^f, 



d(o 2 . .. 
'-dt=J^^^f^ 



dt^ 



= Q-ö'-Q-/*- 
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Zu 3. (Fig. 156.) Ist S die Spannung des Fadens, so ist die 
Bewegung des Gewichts mg: mj^ = mg — Ä. Ist 8' die Spann- 
ung des Fadens auf der andern Seite der Bolle, so ist: 



^MB.^=^S-8')ß. 



cPtf 



Für den ümdrehnngskOiper hat man: m'-^^=zm'g — 8' and 

for die Drehong: m' k'^ -jj = 8' r. Femer hat man 

= Ä 9 -h const, / = — jRqp-hrqp'n- canst.j also: 



8 = mg -^mB 



dt^ 
d<o 



= — Ä 



dfo 
dt 



d(o* 



d^f^ 



+ r-^; nach -j^ ist gefra^. 



1 ,^-.^^Ö> -r^^flO ^, 1 



dm 



tng 



folglich: 



/l ^ \ ' e?^ "^ Ä'2 



dt^ 



— (m^m')g — m' 



d^ 
dt^ 



if •+- m 






-d¥^^ 



(Xm+n^-k'^i^ 



m — m') 



Ä;'a|-2-Jf-hwn-w'|-+-r2 



■^If + m) 



N 



kT'ä-^^^- 






p^^4«z 



!^:V 






%Ui 



"^ 



f 



Zu 4. (Fig. 157.) 



m 



d^ß 
d^ 



= mg^S,m^k\^ = {8^aOri,m^kl^={8,^ 



d^z 



8 



1 



»»3^ = — «Wg^ + ÄiH-Äa , (f^ = ri<?()Pi , dzQ = r^dqf2 — Y^^' 
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Gesncht ist 31«, also ist alles andere zn eliminieren. 
( d^z\ d^z I ^z\ 



lz\\d'^z 

d^z l 'kWd'^z 

dt^' 



1 d^z I lc\ 



ZU tn^g ist ifoch das Gewicht der Bolle m^ g zn addieren, also mg -4- fn^ 
statt mg zu setzen, dann ist: 



^ ■+• »»1 ^ -+■ :f^ »»2 ^ "•" :f ♦»2 -+- y »»3 

Zn 5. (Fig. 158.) Die vertikale Componente v^ cos a kehrt sich 
nm; in horizontaler Bichtnng, parallel X, hat man: 

fär die Drehnng: 

2 • r 

-r- m r2 (€0 — ooq) = — tir I Nd t 
Da for die ganze Daner des Stosses 
Ndt = 2mvQC0$a , so hat man am Ende des Stosses: 
^« — VQsina=^ — 2fiVQ cos a ; also Vx = Vq (sina — 2 ,u cos a) ; 

5 ju t?o cös a 

O) = flOo — 1 • 




/ 



Ist ß der Beflexionswinkel, so ist v^^vsinß mid i;y = i? cos /}, 
also: tgß = tga — 2jLe (wenn man Vx dividiert durch v^=VQCO^a 
nnd mit vcosß dividiert). 

Die Beibang wirkt, solange der Berührungspunkt noch dieselbe 
Richtung der Bewegung hat, also solange t?« + ^ a> > 0. Die Gleich- 
ung gilt also nur, wenn am Ende des Stosses diese Bedingung erfallt 
ist, d. h.: Vo siw a -H r 00 > 7 ju «?o ^^^ «• Soll t?« negativ werden kön- 
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nen, so mnss r od > , also r a>o > 5 /ii;o oo« a sein. Ist diese Be- 
dingung nicht erfüllt, so wirkt die Beibang, bis t;« + r o) = 0. 

in I N dt hat dann einen andern Wert; eliminiert man es, so ist: 

2 
fn(Vtf — vsina) — ^mr{<D — odq) = 0, 

was mit der vorigen Gleichnng giebt: 

7 2 5 2 

— v, = Vq Ätn « -+- -^ r a>o oder v« = y t>o s^w a — y r iöq 

5 2 r oon 

tgß^-f^-tga — 



7 "^ ** 7 Vq cos a 

Dieselben Formeln gelten noch, wenn die Drehnng in entgegen- 
gesetztem Sinn erfolgt, vorausgesetzt, dass r<x>Q<^VQsina. Wenn 
aber dies nicht der Fall ist, so wirkt die Beibnng entgegengesetzt, 
man hat ( — ^i) statt (+ fi) zu setzen und das Zeichen von «o um- 
zukehren. 

Zu 6. (Fig. 159.) Man hat eigentlich 
zwei Stösse, der erste auf die Kugel, der zweite 
von dieser auf die Ebene. Die Axe X sei hori- 
zontal, Z vertikal; auf dieser liegt anfangs der 
Mittelpunkt der Kugel. Für den ersten Stoss: 




m 



dx 
~dt 



z=As%na j fn^=z — Acosa ; -w- m r^ o) = -4. ». 



Dann zweiter Stoss: die Kugel trifft mit jenen Geschwindigkeiten 
die feste Ebene. Ist jetzt A' der Antrieb, so ist: 

dx dz 

fn^ = Asina — juJ.' ; m-=j = — Acos a -^ A'; 



dt 



dt 
mr^<o=An — fjir A' . 



Yerlässt der Ball die Ebene nicht, so ist 

dz 

= , also A' = Acosa 



at 



und man hat: 



odw . 
m r^ -~r =iA{n — ^ircosa) 



5 "' dt 

und für die Bewegung parallel der Ebene: 

dx 
m^=: A(sina -^ ficosä) — fimgt, 

2 ^d(p 

-^mr^-^ = A(n — iircosa)-'iimgrt. 



' 
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Der Ball geht rückw&rt», wenn für 

dx (f (p 

3T = der Wert von -jx > ist. Nun ist: 
at at 

^^ /^ ite ^ -^ ^ a — ju cos a 

37 = rar t = 

at fifng 

nnd for dieses t ist 

2 ^do) 

-^mr^ -^ = JL (n — ju r cos a) — r (J. sen a ~ in cos a) 

= An — Ärsinay 

dieser Ausdruck ist positiv, wenn n^rsina. 

Zieht man zur Stossrichtung eine Parallele durch den Berühr- 
nngspunkt, so ist ihre Entfernung vom Mittelpunkt rsina; ny^rsina 
heisst also, dass die Stossrichtung die horizontale Ebene vor dem Be- 
rührungspunkt treffen soll. 

Zu 7. Die Kugel habe die Anfangsgeschwindigkeiten c^ und Oy. 
Die Ebene der x y horizontal. Die Anfangswinkelgeschwindigkeiten 
seien p^ ^q Tq, zur Zeit i dagegen jp ^ r und die Componenten der 
C^eschwindigkeit Vj^ und t;y. q Kugelhalbmesser. 

Der Berührungspunkt hat die Geschwindigkeiten t?« + ^ g und 
"^y — QP- Bildet ihre Resultante mit der Axe X den Winkel qp, so ist: 

Nach dieser Bichtung wirkt die Beibung jumg. Folglich sind 
die Bewegungsgleichungen für den Mittelpunkt: 

2) «»-^ = — pLfngeosqi ^~Ä^ — " fif^gstnq). 

Für die Drehung hat man: 

2 dp 2 ^dq 

3) yw>^2^ = /im^^stn()p 'T^Q^ = —ixfngQCOS(p; 

Also r = const, = ro. Femer : 

dfi " b^dt ' d<2 — 5 ^d^- 
2 2 2 2 

4) t^« — yc>ä' = <^« — y^Äo ; «^if + y^-P-^^y-*- y^JPo- 

Setzt man in 1) den Wert von tgtp aus 3) und die Werte von 
Vx und Vy aus 4) , so hat man : 
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5) - 


dp 
dq 


2 
2 


7 
5 

7 

^5 


gp 


= tg(p 


oder: 




• 


— dp 








dq 




Cy 


2 

•^5 


QPo 


7 
^QP 




2 
5 


QQo-^ 


7 
5^« 



und durch Integration: 

2 7 / 2 7 \ , 

also nach 5) nnd 1): 

Cff QP(k 

Die Beibnng ist also nicht bloss in Grösse, wie natürlich, son- 
dem auch in der Bichtnng constant. 
Ans 2) folgt: 

7) Vgl =2 Cx — fi g cos (f) , t Vy=:Cy — fAgsinq}.ty 
ans 3): 

2 2 

8) yq(P—Po) — f^9sinq).t '^Q{q — qQ)=^ — ngcostp,t 

Femer ans 7), wenn der Engelmittelpnnkt anfangs auf der 
Axe Z war: 

Wählt man die Axen so, dass g) = ist, so hat man : 

X=zCatt— y M^<^ y=^CyJ. 

Also Parabel, wie sich schon daraus erg^ebt, dass die Kraft in 
Grösse nnd Bichtnng constant ist. Das Gleiten hört auf, wenn der 
Bernhmngspnnkt in horizontalem Sinne keine Bewegung mehr hat, so 
dass nun das Bollen beginnt. 

Von jetzt an sind die rechten Seiten in 2) und 3) Null, also 
bleibt VxVypq constant, d. h. der Ball rollt längs einer Geraden. 
Jene zwei Bedingungen geben: 

^ ~ _f — ^M ^lüd t = -=--^^ — ß^ , was nach 6) dasselbe ist, 
7 fjigcosq) 7 pigsinq^ ' ^ 
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und man hat am Scfalnss des Gleitens: 

9) t?a, = yCx — y^^o » 



t?« = 



y — 7 ^ "^ 7 ^ f^o« 



Sind die Anfangsgeschwindigkeiten durch einen Stoss erteilt, 
<lessen Bichtong mit den Axen die Winkel a ß y bildet und die Ebene 
der ^^ in (a, h) schneidet, so ist, wenn A den Antrieb dividiert durch 
die Masse bedeutet: 

10) Cx = A (cos a — fiicosy cos q>) c^ = A (cos ß — ficosysincp) 

2 
11) -g- Q^Po = A{hcosy — Qcosß -i- inQCOSysin qp), 

2 

-^Q^qQ = A ( — a cos y -h Qcosa — fig cos y cos qp). 

/» 
Soll der Ball eine Gerade beschreiben, so muss tgq) = — sein, 

weil dann die Anfangsgeschwindigkeit des Mittelpunkts nnd die Beib- 
tmg dieselbe Bichtong haben. Also anch ans 6): 

gy ^ — JPo 



% 



d.h. 



= tgq). 



cos ß — ficosy sm qp ^hcosy — qcos ß -h figeosy sin qp 
cos a — fi cos y cos qp a cos y — q cos a -i- hq cos y cos qp 

Diese Gleichung ist erfallt far y=: 90^ , d. h. für horizontale 
Stossrichtnng, nnd für: 

cosß 6 __ 

d. h. wenn die Stossrichtnng die Axe Z schneidet. 

Wenn aber eine Parabel beschrieben wird, so hat man am Ende 
des Gleitens (siehe 9) mit 10) nnd 11)): 

% _gcosß — (jigcosysincp -hhcosy — g cos ß -\- fi g cos y sin <f\ ^ b 
Vx^ g cos a — II g cos y cos qp -i- a cos y — g cos a + fi g cos y cos qp a 

d. h. die Bichtnng der am Ende des Gleitens beschriebenen Gteraden 
ist dieselbe, wie die vom Ursprung nach {a, h). 



YwM, 




Zu 8. (Fig. 160.) Die Dreh- 
ung um den Schwerpunkt giebt: 

mK^-TT= — Bgsincfi 

-hNir — gcos qp). 

Bewegung des Schwerpunkts 
ist: 
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X =zrcp — ^mgo , y = r — gcosq). 

Durch Sabstitation dieser Werte in N und E und dieser in den 
ersten Gleichungen erhält man: 

\K^ h- p2 4- r* — 2 r ^ cos qp| -j^ = — g q sin <p — r q simjp [-tt] 

oder da : JT^ -+• (r — ^)^ = ä^. (Der Schwingungsradius um die Man- 
tellinie ist k, um den Schwerpunkt K) 

|Ä;2 + 2r^(l— C(>S(]p)|-^-+-rßsm(pf-^j ='-gQsin(p. 

d OD 

Durch Multiplikation mit 2 ^ und Integration: 

1*2 4- 2 r ^ (1 — cos (p) I ( ^ j =2gQ (cos q) — cos a). 

Setzt man sm-^(p = sin-^ asmu, so erhält man mit Vernach- 
lässigung der 4. Potenzen yon si/n-^a: 

Ä a w H ^T srn^ -x- a sin^ udu = V9Qdt 

und für die Grenzen + 90 und — 90 yon u: 

V^^ 4Ä;V^^ ^ 

Zu 9. Die Dauer unendlich kleiner Schwingungen wie in 8). 

nk 

VTq 

k Schwingungsradius um eine Axe durch den tiefsten Punkt 

senkrecht zum Halbmesser durch ihn. q Abstand des Schwerpunkts 

3 
Tom Mittelpunkt = -öt r (1 -f- C05 a). 

Trägheitsmoment um den Mittelpunkt: 
(siehe IX. 1. h.). 
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ä2 ooj — 4 ^ ^ siffi Y ^ 



0)2 = 



Ifi -f- 4rß5i»2 — ^ 



Grösste Winkelgeschwindigkeit für ^ = 0, kleinste for ^ = 180, 
wenn nicht vorher <o Null wird, was der Fall ist far 

Ä;2 (»J = 4 ^ (I sin^ y ^, 

also Tom Wert von ooq abhängt. 

Zu 12. (Fig. 163.) Der Engelmittelpmikt bewege sich parallel 

X T, die Bewegnngsgleichungen sind, wenn xy 
11^^63. die Coordinaten dieses Pnnkts, B der Beibnngs- 

widerstand, q) der Winkel der Geraden TOm Kngel- 
berührnngspnnkt zum Ursprung, m die Masse der 
Kugel, r ihr Halbmesser ist: 



Q. 



m 



Da kein Gleiten stattfindet, so ist: 

— Qo;idtsmq):=dX'i-r(o^dt und (loocf^co^qp^^y — r<Dsdt 

d X dy 

oder -TT =• — 09. y — r oDp -tt = cox -hr (Ox- 

Durch Ableitung nach t folgt: 



also: 



d^x dy d(x)y d^y dx dtox 

~dW^~'^di~^~dT' d^'^^di'^^'dT' 

d^x d^y ( dy dx\ ( d^y da>,\ 



Die linke Seite ist nach den Bewegungsgleichungen Null; die 
zweite Klammer rechts auch Null aus den Drehungsgleichungen, also 

y 

xdy — ydx = ; y = mx , -^- =tgq) = const, 

und da die Kugel in der Richtung des radius yector sich nicht be- 
wegen kann, so bleibt sie stehen. Ihre relative Bahn ist ein Kreis. 

Zu 13. (Fig. 167.) Die Halbierungsebene des Zylinders sei 
Ebene der xz. Der Körper befinde sich anfangs in der Ebene xy, 
der Druck desselben auf den Zylinder sei N, 



X. Beliebige Bewegang eines Korpers. 



211 



Die Bewegangsgleichongen des Körpers sind: 

injj^=zNco8q) , m^^ = Nsimp —-mg. 
Für den Halbzylinder ist: 






Neos (p , 



wo X Abscisse des Schwerpunkts. Also: 



m 






dx 



m 



dX 



■^^T^- = ^' 



dt^ ' ^ dt^ "^ ' '"dt 

da die Anfangsgeschwindigkeiten Null sind. 

Daraus folgt fnx-hMx=con8t, Femerist (ic-f--y)^-f-y^ 
da der Körper stets auf dem Zylinder liegt, also: 

const. — m x\^ 

-+- y* = r«, 



=r2. 



X 



M 



und dies ist die Gleichnng einer Ellipse. 





Zn 14. (Fig. 164.) Es sei M die Masse des Zylinders, r sein 

Halbmesser, sein Trägheitsmoment nm seine Aze Mk^. Gegenüber 

Ton M kann man die Masse m des Körpers im Innern yemachl&ssigen 

and hat für die Bewegang des Zylinders, wenn 8 die Spannung des 

Fadens ist: 

dm d^z 

Mk^-^ = 8r M^ = Mg-^8. 



dfi 



and da rQDdt=^dz ist: 



d'^z d^z 



cP 



gr 



2 



dfi-^^^' ^' dt^ dfi^r^-hTfi' 
Für die Bewegung des Körpers hat man: 



m 



cP^ 



= ^ Nsinap 



m 



cPC 



= fng — Ncosqt 



dP^ ..--^ , .-^^2 
d^i cßl . 
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wo I = r m qp nnd i=:rcosqf die Coordinaten des Körpers sind. 
Mit diesen Werten ist: 

r^cos(p-j^--smcp[j^j^cos(p 

id^z cP(p fd(pY\ , 

~'\d¥^'^^'^~d^''^^^^\dt)]^^""~^^^' 

d^z 
oder nach Einsetzen des Werts von -jr^- : 

Also ist die Bewegung die eines einfachen Pendels von der 
Länge r unter dem Einfluss der Beschleunigung -^ — p. Für einen 
dünnen Zylinder kann man Ä; = r setzen und hat dann für die Be- 

Zu 15. (Fig. 165.) Es ist, wenn die erste Kugel um ^ sich 
n^r- / gedreht hat und die zweite um ^', 

/^ i>- \ r'^'=r(V; — ^) , x =^ (r -^ r') sin %p , 

( ' ] g=: (r -hr') cos \p 

V y und wenn N der Druck zwischen beiden Kugeln 

^-i — ^ ist, die Bewegung der aufliegenden Kugel: (B die 

Beibung) und die Drehung der andern: 

d^x d^&' 

cfiz d^'d 

m* ^:j^ = Neos \p -h B sin \p — m' g m k^ -in^ ^=Br. 

Durch Elimination yon N, B^ x, $, <& und ^' ergiebt sich, wenn 

2 

man noch k^=z — r^ setzt: 

r -^-^ •^y''i;rT^)Tp- = ^^^ oder kurzer -^=^2^i|. 

fdtbV 1 

(-^J = 2 J[2 (cos a — cos x|;) = 4 il2 stn« y 1/; 

nnd wenn man cosa = l setzt: 

^y^ 1 1 

j — = Ädt , woraus tg-^if) = tg-^a.e^\ 

sin-^%p 
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d = 



m' 



j(\p — a). 



m -f- *»' 

Die Eagoln trennen sich, wenn: 

1 5 (w -I- w') (r •+- r') H- 2 rw 



JL<n8 



Sin 



^ 



30 (m + m') (r + r') 4- 4 r m ' 



dann ist JV= 0. 



Zn 16. (Fignr 166.) Die Bewegung des Zylinders ist: 
m-T^ = Nsina — Reosa, mk^-z-^ = Rr 



cfi 



m 



—^ = Neos a H- Rsin a — mg, dx^=^rd(p cos a-h dX, 

disz=. — rd(p8ina\ 
Bewegung der Ebene: 



M 



dfi 



= — Nsin a-\- Rcos «. 



JB == iw 



Daraas folgt durch Elimination von iV: 

d^ X dfiz 

m -z-Y cosa — m -r-g sin « = — R-\-mg sin «, 

'^r^cosa\dt^ dfi) 

(ans der Drehongsgleichnng des Cylinders), 

d^X ^ m (fix 
'df^'^MU 

(aas der Bewegung des Zylinders und der Ebene), 



fir m. 




dfi 



= — r sin a 



dfi 



= — r sin a 



Rr 



m 



Durch Substitution von R, -z-^y ^-ö- erhält man dann: 

dir alt 

dfi X Mr^gsinacosa 

~dfi ~ Mr^cos^a-h {M + m) {r^sirfia H- Aj^)* 



Zu 17. (Fig. 116.) In der Richt- 
ung des Stosses ist vcosa die Geschwin- 
digkeit der fallenden Kugel, durch die 
Wirkung des Stosses wird sie zu u, wenn : 

m u = mv cos a — A 
(wo A der Antrieb ist). 



? 



j'^sM. 
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Für die Ebene ist MU=^A, Die Ebene kann sich nur in 
horizontaler Bichtong bewegen, also hat man für die Wirkung des 
Stosses: MV^^AHna^ wo V die horizontale Gomponente der G^e- 
schwindigkeit der Ebene ist. Da die Körper unelastisch sind, so moss 
am Ende des Stosses die Gomponente von V senkrecht zur Ebene 
= u sein, also VHn a=iu. Folglich 

A=imv eo3 a — m Vsin a, M F= m v sin a cos a — m Vsivfi a 



F= 



m V 6in a cos a 



M 



m sirfi a 



Zu 18. Besonderer Fall von 19. Fwc ß = o. 

Zu 19. (Figur 117.) JCZ seien die Coordinaten des Schwer- 
punkts der beweglichen Ebene, welche auf der schiefen Ebene mit der 

Neigung ß gegen den Horizont sich 
bewegt. Der Abstand dieses Punkte» 
X Z von der schiefen Ebene x^mtgß 
ist constant, also Zcosß — Xsinß=^ 
const. Die Verbindungslinie des 
Schwerpunkts x^ der Masse m pro- 
jiziert auf die Senkrechte zur ersten 
schiefen Ebene ist ebenfalls con- 
stant, d. h. 

{t — Z)eos{a'hß) — (a — JT) «n (a 4- j8) = consU 
Also hat man:— p- coÄ(a + 1^) "+• T^ «♦» (« + i^) = —gsin (a -f- j3) 




[u 



dfi 



m-j^]cos 



i d^Z d^z \ 



cPJS: 



dfi 



sinß 



"2" cos p =■ 0» 



dt^ 

d^x 



d^J^y 



[d?^Jfi)'''^''^P^-[dfi' dfi 



sin (« -h |8) = 0. 



Die gesuchte Beschleunigung fr der relativen Bewegung zusammenge- 
setzt mit der Transportbeschleunignng fi giebt die absolute Beschleu- 
nigung /, d; h.: 

d^x , ^. cfi^ 

J^^frcosia^ß)^-^ 



d^z 
-o=/rsin(a'\'ß)'h 



d^Z 



dt 



di 



% 



^ (dfix d^X\ , ^, f^z <fiZ\ , 
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Setzt man: -^9m^'--^co9&:=^p\ -^sinß — ^eosß ^ g 
^X SZ . , d«« ^z . 

SO ist: 

/r = (7' — p') CO« a — {q — p) sin a 
und da p = Ot p — q=^ q cot a, q cos a — q sin a = — gsin{a-¥- ß), 

Mp -^mq = — (tu -h J!d)gsinßf SO folgt: 

(m + M) g sin a cos ß 



fr = 



M-\- m sin^ a 



Zn 20. (Figar 167.) Ist R die Reibung und N der Drnck des 
beweglichen Zylinders auf den festen, so ist fär seine Bewegung: m^ 

:=^Ncos(f} — Rsinif), qp der Winkel des Halbmessers zur gemeinschaft- 

d^z 
liehen Mantellinie mit der Horizontalen, rn-r-^ =Nsin(p'hBöos(p — m^; 

2" w» r^ -7— = JB .r; und es ist: x = (r -h g) cos q), q = {r -^ q) sin q> 

ro() = — ^-7-, folglich: 

, .d^(p 1 dl^qi . 

'^^^~^^^~dfi'^'2^~dfi'^^^^^' 

{r'h-^Q)-j^ = —geo8<p 




N =L mg sin ^ -^ m (r -h 



''(ti: 



2 



SoU dies NnU sein, so ist: (^Y = 9^ 



8 



und sonach : g sin cp = 



a)2(r + ß)(rH--2^) 



1 



Zu 21. (Figur 168.) Ist R der Druck des Kegels auf eine 
Eugel, so ist die vertikale Gomponente Rsina» Jede horizontale Gom- 
ponente Rcosa ist im Gleichgewicht mit 2^, da die ^S unter sich 



216 



X. Beliebige Bewegung eines Körpers. 



Winkel = 60^ bilden, also 2 S eos 30« = 22 co* a; S= 



jßeosa Wcosa 



^ / 



LgJU 




wenn W die Summe der drei vertikalen Compo- 
nenten von B, Sinkt der Kegel smdy, so geht 
jede Kugel nach aussen um dytga. Ist T der 
Druck während der Bewegung, so hat man för 
den Kegel: 

für jede Kugel: 
Wdflw 
g dfi y if ^ 



iW W \cfiy 

{ — c<w a -h 3 — tgasinai -r-g- = Wcos a. 



also die nötige Zeit: 




Weosa-\-dW 



W 



eos 






9^ 



Zu 22. (Figur 169.) Die Höhe des Gelenks über dem horizon- 
talen Boden sei g = 2a8in^. Der Satz von der lebendigen Kraft giebt, 

wenn zur Zeit t das Gewicht m' ^ um z sich ge- 
senkt hat: 

»2 1 //?A\2 1 /^*\2 



Flr.169. 




1 
= -hm gz — 2m^.-rt-;f, 



da die Schwerpunkte der Stäbe um -Ä-;e^ sich gehoben 

und um das Gelenk im Betrag von ^ gedreht haben. Setzt man den 
Wert von z ein, so ist: 

d^8 1 

Zu 23. (Figur 170.) -7-2 =^«na-t- ju^ö<wa, s^='-^g^{9ina 

od<o 
-h fieosa) + ct. Drehung: mk^-z- = 

Cv t 

— fimgrcoaa; k^(<D — <DQ)^=fAmgrcosa.t; 

figr 
0) — o()0 = Tg- C08 a ty 



Fi^jra 




tf 



(p= (Ot — 



2k^ 



€09 a. 
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Zu 24. (Figur 171.) m-ri = mgsina—S—Id, -Knir^-^ — Sr 



Figin 




1 d(0' ^ 

Dreht sich der bewegliche 
Zylinder um d<Pf so geht der 
Miitelpunkt um ds vor, 2rdq) 
wird au%ewickelt, also dreht sich der feste um 2d<ff, Folglich ist 

d(» n^9 ^^' ^^ ^* ^^ ^d^s 

7 cfls 

Zu 25. (Figur 172.) m:j4 = m'g — S , m-j^ = S—R 

(« Abscisse der Zylinderaie) m fc^ — ^ = (5' — H^r\ dx = rdq), 
dz =^2rd(p, 



somit: S^m'g — ^m'r-r-g» 
^ dt^ d^ 



Elsfrz, 



m 



k^ 



d^<p 



dfi 



= 2m'^r — 4m'r^ 



-_,^ 




6 S 



nr 



dfi 



mr 



2 



d^q> 



di 



2 



also: 



dfi<p 



m gr 



2m' gi^ 



d^2 ■-^(jfc2^.^2) + 4^'^2' dfi-'' dfi " 4Wr2 4-m(Ä;2 4-r2)' 



f:^./74^ 



Zu 27. (Fig. 174.) Wenn der Körper mit 

der Geschwindigkeit e auf das feste Hindernis 

stösst, so wird erstens <; in — ec verwandelt, 

zweitens ein Ausweichen gegen die feste Ebene 

in verhindert. Man hat sich also wfthrend 

des Stosses noch eine weitere Kraft zu denken, 

senkrecht zur schiefen Ebene, welche bewirkt, dass die Componente der 

Geschwindigkeit senkrecht zur schiefen Ebene in Null wird. Folglich 

hat man, wenn A; der Schwingungsradius für eine Aie durch den Schwer- 

d'^x 
punkt a, 6 ist : m -ja = N 




d^v ^d<D _ 

dir dt 



folglich wenn man mit A und Ä die Antriebe bezeichnet. 
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m{vx -^ e) = A mVy = Ä'f m k^ üd = Ab — A'a 

WO Vx nnd Vy die Geschwindigkeiten des Schwerpunkts, u> die Winkel- 
geschwindigkeit nach dem Stosse sind. Es mnss aber sein Vx-hbco^^ee 
und v, — a a> = o, also : 

b 



A 

— cH 



m m 



ft« 



(Ab — A' a) =^ ec 



A' ä 
also A.ab^A'ia^-hk^) und {1 -^ e)cmk^= A(b^ -hk^) — A'.ab. 

(1 4-e)mc(a2-hik2) 



A^ 



A' = 



a« -h 6« 4- ik» 

(1 -^ e)mab c 
a2 4- 62 + fcä" 



und damit: 



V, = — cH = c 

9» 



e (a2 -f- ik2) ~ 62 
a2 -I- 62 H- ifc2 



-4' (1 -f- «) a6 c 
a2 4-62H-jfc2 

(l-+-«)6c 



V, = — = 
= — = 



a ■"a2^-62^-^2 



Zu 28. (Figur 175.) Der Balken liegt anfangs auf XF und hat 
die Geschwindigkeit u unter dem Winkel a mit X; ist O das Hin- 
dernis in Abstand e vom Schwerpunkt, so ist: 





y 




^ 




^^ 




X 


. 


N 













m *2 — — = Nc, woraus : 
di 

m(vx — u €03 a) = 0, 
m{vy — a sin a) = — A, 
mk^ 09=^ Ac. 



Der Punkt O des Stabs darf parallel mit T keine Geschwindigkeit mehr 
haben nach dem Stoss, also: 



A Ac^ 
Vy — <De = o oäer u sin a -o = o -<4 = 



mk^u sin cc 



m 



folglich : V. = t* cos a Vy = 



mk^ 

c^ u sin a 
fc2 -H c2 ' 



(O = 



*;2 4-(j2 
cusina 
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Zu 29. Das Hindernis hat die Höhe h. Beim Anfbreffen wirkt 
die Stosskraft JVin der Bichtong znr Axe des Zylinders, N* senkrecht 
dazn. Man hat als Bewegnngsgleichnngen des Zylinders: 



m 



—ä = — Neos a -h N* sina, m —^ — Nsin a -\- N' eosa, 



J AI 

m k^ ■—- = -^ N' r , m(vx — r (Dq) = — Ä cos a -\' A' sin « , 
at 

mVf = A sin a-^ A' cosa , in Ä;^ (oo — a>o) = — Ar 

WO A nnd Ä die Antriebe längs N nnd N* sind. 

Soll der gestossene Punkt des Zylinders in Bähe bleiben, so ist: 

Va cos a — v^ sin a ^:^ o v» sin a -h v^ cos a — r oo = o, woraus: 

, mk^r(OQ{l — sin a) 
A = mr<DQCOsa A = ^ ^ ^^ 

<x> =^ -Q €0q {1 -\- 2 sin a), 

nnd da sina = ist: 

Soll sich der Zylinder heben, so mnss oo positiv sein, also h<-^r. 

Der Zylinder geht über das Hindernis, wenn seine lebendige Kraft 
> mgh. 

also -n m vi -h -^ mvi -h -^ m k'^ (D^ > m g h. 

Da aber vj -h v{ = r^ oo^, so ist: 

(f^-\-jfi)ix>^>2gk und for ä;2 = — r«: ^^>^2 

0)0 (3 r — 2h)>Vl2gh. 
l8tA<-^r, so giebt diese Gleichung die nötige Winkelgeschwindigkeit. 

Zu 80. (Figur 175.) Das Hindernis habe die Höhe h (sehr 
klein), der zum Hindernis gehende Halbmesser bilde den Winkel a mit 

der Vertikalen, dann ist k = r(l — cosa) = 2 rsin^-^cc uijd 

a = j/—. Die Geschwindigkeit v des Bads nach O^und senkrecht 

dazu zerlegt giebt vsina und veosa. Daraus wird durch den Stoss: 
— e vsina und vcosa bleibt. Also nach dem Stoss: 
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horizontale Componente: 

2ä 
V cos^ a — ev Hrfi a = v — (1 H- e) v aiv? a = v — (1 -h e)v — 

vertikale Componente : 

V €08 a sin a -h ev sin a eos a = (1 -h «) v sin a cos a = (1 4- «) v 7/ — 
{cos a = 1 genommen). 



2h 



Das Bad Ton der Masse m stösst mit der Geschwindigkeit (1 + e) vy 

^nf die Feder. Die Feder wird zusammengedrückt; för z Zusammen-. 
<lrncknng entsteht ein Widerstand q,z^ es entsteht eine Schwingung 
Yon der Amplitude A and dabei ist die Arbeit W der Elastizität: 

A 

^ 

Bezeichnet man mit vq jene Geschwindigkeit, so ist die lebendige 
Kraft einer Schwingung: 

"2 wvj = W-^mgÄ —i^qA^ -hmgÄy woraus: 



A = ^ ^g^ j= V'nfig^-^mqvl^ ^^^^ nahezu, da nur das Pluszeichen 
gilt, und qvl gross gegen mg^ ist: 



in T nT 



q f qr 

Also ist vorteilhaft: grosse Bäder (r gross), leichte Bäder (m klein), 
starre Feder (q gross). 



Beispiele zum d'Aleinl>ert sollen Prinzip. 

1. Bewegung einer kleinen Kugel innerhalb einer 
dünnen, vollkommen platten Bohre von kreisförmigem Quer- 
schnitt. 

Die Kugel P befinde sich zur Zeit t in dem Punkte xyg der 
Bohre, bezogen auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem der ayis. 
Ein unendlich benachbarter Punkt der Bohre ist: xH-öttfyhöyjZ-i- dz. 
Die äusseren, auf P einwirkenden Kräfte mögen zu Componenten, X^Y^Z, 
der entstehende Druck der Bohre XjJ^iV' haben; die Masse der Kugel 
fiel 1. Bringt man an die Kugel die beschleunigenden Kräfte 

d^x ö^y d^z 

"~^' "U' "J? 

an, so besteht Gleichgewicht, d. h. es ist 
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denn die Drnckcomponenten fallen weg, da der Druck der Bohre senk- 
recht zur Tangente wirkt, also Löa'i-Mdy^Ndz = ist. 

Dazu kommen die Gleichungen der Bohre als die einer Baum- 
knrve, welche sich selbst in gegebener Weise zeitlich ändern kann, also^ 

q){x,y,Zyt) = (b) 
^(a,y,Zit) = (c) 

Diese drei Gleichungen (a) (b) (c) lösen die Anfgabe, zu jeder 
Zeit den Ort xyz der Kngel zn bestimmen. 

Z. B. eine geradlinige Bohre dreht sich mit gleichför- 
miger Winkelgeschwindigkeitooin einer horizontalen Ebene^ 
der xyEhene. In welchem Abstand r befindet sich zar Zeit t nach 
Beginn der Bewegung die Engel von dem Drehpunkt (Coordinatenanfang), 
wenn die Anfangsentfemung r=:a und die Anfangsgeschwindigkeit 
entlang der Bohre ß beträgt und wenn anfangs die Bohre in der 
or- Achse lag? 

Zur Zeit t hat sich die Bohre um den Winkel od t gedreht, und 
die Coordinaten der Kugel sind ay; dann ist 

a^zzr, eo8 oo t 
yz=zr.nn(X)t. 

Für einen Nachbarpunkt ist zur selben Zeit 

daj:= dr, cos(at 
Öy = dr.ainfDt] 

dagegen sind nach der unendlich kleinen Zeit ^^— die Coordinaten> 
der Kugel x-^dxt y-^dy, z + dz und die Componenten der Geschwin- 
digkeit und Beschleunigung der Kugel nach den Ck)ordinatenaxen die^ 
folgenden : 

dx dr 

-j- = -j- . cos fot — 00 . r . sin (O t\ 

dt dt 

d^x d^r c^ dr „ 

-T-Q = -r-ö . cos fot — ä . 00 . -3- . sin dot — 00^ . r . cos a> t 

dt^ dr^ dt 

dy d^ ' ^ , 

— ^ = — . sin 00 i -h 0) . r . cos (ot; 

dt dt 

d^y d?r c^ ^^ 9 . 

-z-% = -7-« . «n o> * H- 2 . CO . -7- . CO« OD * — od* . r . «tn flo *. 
dt^ dlß dt 

Führt man diese Werte in die Gleichung 
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«in und bedenkt, dass Jr=0, F=0 ist, da keine äusseren Kräfte 
wirken, so erhält man 

fcflr dr 

cos ix>t.{ -7^ cos (ot — 2a). — . sin (ot — a>^ . r cos 00 1 

fcflr n, dr , \ /v 

H- sin 0) t\-r-Ksin(Dt H- 2 o) . — . coäod ^ — <n^rsiniOtj = U, 

oder 

woraus r = C. «® * -4- C^ . e~® *. 

Die Integrationsconstanten C nnd (^ bestimmen sich ans dem 

Anfangsznstand ft=o. Da für diesen r = a and — =|S ist, so wird 

somit 

•^■- 200 '"^ ^ 200 •* • 

2. Ein Balken, der mit dem einen Ende auf einer hori- 
zontalen Ebene ruht nnd mit dem andern an eine yertikale 
Wand lehnt, kommt ins Gleiten. Welches ist die Bewegnngs- 
gleichnng des Balkens nnd nach welcher Zeit wird er nicht 
mehr in Berührung mit der vertikalen Wand sein? 

Die Durchschnittslinien der horizontalen und der yertikalen Ebene 
mit der Vertikalebene des Balkens seien die at- und y-Axen, erstere 
horizontal; die Länge des Balkens 2 a; das Gewicht, das im Mittel- 
punkt M angreift, sei Mg; da keine Beibung vorausgesetzt wird, wirkt 
auf den Balken AB nur die horizontale Reaktion R der vertikalen 
Wand in dem oberen Ende B und der vertikale Druck 3 der Hori- 
zontalebene im unteren Ende Ä. Zur Zeit t nach Beginn der Bewegung 
sei gp der Neigungswinkel des Balkens gegen die Horizontale und «y 
die Coordinaten des Schwerpunkts; go werde von der Horizontalen aus 
positiv gerechnet. Anfangs sei jene Neigung a, so dass die Anfangs- 
bedingung ist: 

für t=0: <» = a und — ^ = o. 

dt 

Die Gomponenten der wirklichen Beschleunigung des Schwerpunkts 
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sind M-j-^ und if-r^ ; ^^^ Moment der Beschleunigang um den Schwer- 
a <* -• dt 

pnnkt ist ilf.As^.-^, wenn k der Trägheitsradins ist. Bringt man die 

Kräfte an, welche die wirkliche Bewegung aufhalten, sowohl die des 
Schwerpunkts als die der Drehung um denselben, so besteht Gleich- 
gewicht in jedem Augenblick ; die drei Gleichgewichtsbedingungen werden 
nach dem Früheren: 

d^x 

d^v 

(2) -^M.jf + S-Mg^o 

72 /VI 

(3) — Äf.lc^ .-r-2 "^ ^'^'^^9 — 8.a.co9q) = o. 

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die Drucke S und R, 
so folgt 

d^<p cfix d^y 

(4) Ä;* . -r^ — a8%n(p. -ja + o. , co9 cp . -ta -h a.g. cos qp = o. 

Wünscht man hier noch etwa x und y zu eliminieren, so dass allein 
eine Differentialgleichung zwischen (p und t bleibt, so hat man 

da ddp cfix /<^9>\^ <^<P 

a = a.eos(p; -77 = — a&incp.-r-; -j~^= — aeoscpA^-j — asinw.-^-ä 

at at at \dt/ af* 

y^a.sinq,; —=acos(f.—; Jfi = -<^^^9 \-^) -^-acosq^.^. 
Damit wird die Bewegungsgleichung in q> und t: 

(5) (a2 ■+- k^) -j^ = — ag.co3q>\ 
durch einmalige Integration: 

(6) («^-^**)(^) =2a^.(«n« — «n<p). 

Der Balken verlässt die Vertikalebene, wenn 

R=^Oy 

nun ist 12 = 3f -7^, also muss sein — aeosq>A-^j — asm(p-T^ = o, 

oder mit Hilfe von (5) und (6): 

2 

sin <p = "ö" ^ ^* 

3. Mit emer zylindrischen Welle vom Durchmesser 2 a, welche 



224 Beispiele zum d'Alembert sehen Prinzip. 

sich nm ihre horizontal aufgelegte geometrische Axe drehen kann, ist 
fest ein Körper verbunden, der mit der Welle eine Gesamtmasse m 
mit dem Schwerpunkt in der Entfernung e von der Axe nnd mit dem 
Trägheitsmoment J in Beziehung auf die Axe ergiebt. Um die Welle 
ist in einem Querschnitt ein mit dem einen Endpunkt darauf befestig- 
ter Faden geschlungen, an welchen in dem andern frei herabhangen- 
den Ende eine schwere Masse m' gebunden ist. Während sich die 
Masse m in der stabilen Gleichgewichtslage befindet, ist die Masse 
m' durch eine Unterlage so unterstützt, dass der herabreichende Faden 
gestreckt aber nicht gespannt ist. Wie gross darf m' höchstens ge- 
nommen werden, wenn nach Hinwegnahme der Unterlage bei der ein- 
tretenden Bewegung die Masse m nicht überkippen soll, d. h. ihr 
Schwerpunkt nicht in der Lage des labilen Gleichgewichts durch die 
Yertikalebene der Axe über letzterer hindurchgehen soll? 

Wenn man mit S die Spannung des Fadens bezeichnet, so er- 
giebt sich für die Winkelbeschleunigung <x> des Zylinders, wenn k der 
Schwingungsradius desselben ist: 

m h^ -TT =-a.S — e .sin(p ,mg 

und für die Bewegung der Masse m', wenn g) der Drehwinkel des 
Zylinders ist: 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit a und addiert, so 

ergiebt sich: 

^ , « , „^ e? 0) 

(mJc^ -h m a^) -TT = am' g — esmcp ,mg. 

Multipliziert man mit 00 = -^ und integriert für die Anfangs- 
werte 00 und (jp = 0, so folgt: 

-n- (m k^ -^ m' a^) ix>^ = g \m e (cos g) — 1) + w' a 9 1. 

2me 

Diese Gleichung giebt oo = 0, wenn gp ;= » und w' = — — . 

n 
Mit diesem Werte von m' giebt sie aber auch a> = 0, wenn gp = -^ 

und die erste Gleichung giebt dann eine negative Winkelbeschleunigung 
-TT. Mit dem angegebenen Wert von m' hebt sich also der Schwer- 
punkt nur bis zur Horizontalebene der Drehaxe und sinkt dann zur 
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stabilen Gleichgewichtslage zurück. Mit m' = erhalt man nie- 

mals ()p = TT. 

Der Wert von w' kann nur nach der Bedingung gefunden wer- 
den, dass der Körper die Winkelgeschwindigkeit Null in einer Lage 
erreicht, aus welcher er nicht zurücksinkt, sondern aus welcher er sich 
noch weiter gegen die labile Gleichgewichtslage hin dreht; dies wird 
der Fall sein, wenn in dieser Lage die Winkelbeschleunigung von 
negativen Werten durch Null zu positiven Werten übergeht. Wenn 

also für einerlei Werte von qp sowohl od als auch -ri verschwinden 

dt 

soll, so ist eben dieser Wert nebst m' zu bestimmen aus den Gleich- 
ungen: 

— mesifKfi -hm' a = und me(ccos(p — 1) -+- m' aqp = 0; 

dieselben geben: 

1 — cos (T) (T 

flp = ; = tg ~^. 

^ sinq) ^ 2 

Diese transcendente Gleichung lässt sich nur durch Versuche 
lösen, sie giebt für -^ den Bogen zu einem Winkel von 66^ 46'. 

Hieraus erhält man alsdann: 

ß . e e— cos(j) ^ „^,^ c 

w' = m . — mncp ^^m = 0,7246 - m> 

a ^ a cp ' a 

(C. W. V. Baur.) 
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